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vi Introduction

Introduction

Ce livre est issu d’un cours enseigné par les auteurs en troisiéme année de 'Ecole
Polytechnique, ce qui correspond & un niveau de premiére année de Master. Le su-
jet en est I’étude mathématique et numérique de modéles d’équations aux dérivées
partielles, dits de transport et diffusion. Ces équations modélisent I’évolution d’une
densité de particules ou d’individus en interaction avec leur milieu. L’origine de ces
modeéles est trés variée. Ils proviennent classiquement de la physique et servent a dé-
crire des particules neutres comme les neutrons et les photons. Dans le premier cas
on parle aussi de neutronique alors que le dernier cas est appelé transfert radiatif.
La biologie fait aussi appel aux équations de transport pour modéliser la dynamique
de populations structurées. Citons aussi pour mémoire la dynamique des gaz raréfiés,
le transport d’électrons dans les semi-conducteurs ou encore la physique des plasmas
qui sont des phénoménes modélisés par des équations ou 'opérateur de transport est
une brique de base essentielle.

Les objectifs du cours sont de familiariser le lecteur avec ces équations de transport
et diffusion, leurs méthodes d’analyse mathématique et de résolution numérique, ainsi
que le lien qui unit ces deux types de modéles. Afin de limiter la difficulté et de rester
dans un format “compact” (typiquement neuf séances de cours et de travaux dirigés),
nous nous restreignons a des modéles linéaires, déja représentatifs dans de nombreuses
applications, et nous ne disons rien des phénoménes non linéaires qui peuvent jouer
un role essentiel dans certains cas importants (particules chargées, collisions entre
particules). De méme, nous ne prétendons aucunement a l'exhaustivité, ni a la plus
extréme modernité en ce qui concerne les méthodes d’analyse théorique ou numérique
présentées dans ce texte de niveau introductif. C’est plutot a des cours de deuxiéme
année de Master qu’il appartient de présenter ’état de I'art dans ce domaine.

Le plan du cours est le suivant. Aprés un premier chapitre d’introduction aux prin-
cipaux modéles et a leur origine en physique des réacteurs nucléaires, transfert radiatif
ou dynamique des populations structurées, le Chapitre 2 est consacré a ’équation du
transport libre, c’est-a-dire en I’absence de collisions des particules avec le milieu am-
biant. Le Chapitre 3 traite ensuite ’équation de Boltzmann linéaire, tandis que le
Chapitre 4 étudie la limite de diffusion des modéles de transport lorsque le libre par-
cours moyen des particules devient petit. Le Chapitre 5 porte sur quelques méthodes
numériques, de type différences finies, pour la résolution des équations de transport
et diffusion. Le Chapitre 6 décrit la théorie du calcul critique qui s’interpréte comme
la résolution d’un probléme aux valeurs propres pour déterminer un état stationnaire
en temps. Finalement le Chapitre 7 traite de questions d’homogénéisation et permet
encore une fois de faire le lien entre transport, au niveau microscopique, et diffusion
au niveau macroscopique. Des exercices avec indications terminent chaque chapitre.

Le niveau de ce cours étant introductif, il n’exige aucun prérequis particulier. Il
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est auto-contenu dans la mesure du possible. Il nous parait néanmoins utile que le
lecteur ait quelques notions de base, soit en analyse numérique (voir par exemple
[2]), soit en analyse des équations aux dérivées partielles (voir par exemple [24]), afin
qu’il ne soit pas débordé par trop de notions nouvelles. La bibliographie contient de
nombreux ouvrages plus avancés sur le transport et la diffusion (notamment [12], le
chapitre XXI de [22], [43], [48], [49], [60]) auxquels nous renvoyons le lecteur désireux
d’en savoir plus. Des informations sur ce cours sont disponibles sur les sites web
http://www.cmap.polytechnique.fr/~allaire/cours_map567.html
http://www.math.polytechnique.fr/ golse/mat567 .html

ol le lecteur pourra aussi télécharger des transparents et les problémes d’examen.
Les auteurs remercient le Commissariat a ’Energie Atomique o1, & divers titres et en
divers lieux, ils ont travaillé et beaucoup appris sur le sujet de ce cours. Ils remercient
aussi les dix promotions d’éléves polytechniciens qui ont suivi ce cours et permis de
I’améliorer au fur et & mesure par leurs remarques pertinentes.

Bien que ce livre ait été précédé de plusieurs versions d’un polycopié éponyme, il
contient probablement encore d’inévitables erreurs, fautes de frappe ou imperfections :
les auteur remercient & ’avance tous ceux qui voudront bien les leur signaler, par
exemple par courrier électronique aux adresses
gregoire.allaire@polytechnique.edu, blanc@ann. jussieu.fr,
despres@ann. jussieu.fr, francois.golse@polytechnique.edu

G. Allaire, X. Blanc, B. Després, F. Golse
Paris, le 17 avril 2018
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Chapitre 1

Présentation de quelques
modéles

Les équations de transport et de diffusion sont des modéles mathématiques inter-
venant pour décrire, entre autres,

ele transfert d’énergie dans un milieu matériel sous différentes formes (thermique,
rayonnement . . .)

ela dynamique de particules en interaction avec la matiére (neutrons dans un
matériau fissile, photons dans une atmosphére planétaire ou stellaire, électrons et
trous dans un semi-conducteur .. .)

el’évolution de certaines populations d’organismes vivants (dynamique des popu-
lations structurées .. .)

Tous ces phénoménes proviennent de domaines extrémement différents de la phy-
sique — ou de la biologie. Pourtant, les modéles mathématiques utilisés pour les
décrire présentent, comme on va le voir, de nombreuses analogies. Le but de ce cours
est

ede dégager les structures mathématiques communes a tous ces modéles pour les
analyser;

ede montrer comment les deux descriptions, par les équations de transport et par
les équations de diffusion, sont intimement reliées et se complétent ;

ed’étudier et de mettre en ceuvre des méthodes numériques de résolution de ces
équations, et d’identifier leurs régimes de validité.

1.1 Origine des équations de transport et de diffusion
Avant de présenter quelques-uns des modéles physiques ou biologiques spécifiques

(comme par exemple la neutronique, le transfert radiatif, la dynamique des popula-
tions . ..) qui seront les exemples fondamentaux sur lesquels nous baserons notre étude,



2 CHAPITRE 1. MODELES

nous allons commencer par expliquer succintement comment on arrive a établir les
équations de diffusion et de transport, qui sont les principaux objets mathématiques
étudiés dans ce cours.

1.1.1 Etablissement de I’équation de diffusion

On veut étudier I’évolution d’une population de particules dans un milieu matériel,
comme par exemple des neutrons dans un coeur de réacteur nucléaire. On suppose que
ces particules sont absorbées par le milieu, puis réémises instantanément au méme
point mais dans une direction aléatoire, et que toutes les directions sont équiprobables.
(Autrement dit, la direction de la particule réémise est distribuée uniformément sur
la sphére unité.) On supposera de plus que le laps de temps séparant le moment ot
une particule est émise dans le milieu et celui ot elle est absorbée est trés petit devant
I’échelle de temps sur laquelle on observe le systéme.

L’inconnue caractérisant I’état du systéme est la densité du nombre de particules
au point x a l'instant ¢, notée

p=p(t,z) >0.

C’est-a-dire que, dans un volume infinitésimal dx centré au point  se trouvent environ
p(t, x)dx particules a I'instant ¢. Autrement dit, dans toute partie mesurable A C R?,
on trouve, & 'instant ¢, environ

/ p(t, x)dz particules.
A

(Ce calcul du nombre de particules présentes dans A a U'instant ¢ n’est qu’approximatif
puisque U'intégrale ci-dessus n’est en général pas un nombre entier.)

Soient ¢; < ty deux instants quelconques, et B une boule de R?; la variation du
nombre de particules présentes dans la boule B entre les instants ¢ et to est

/B Pty a)d — /B o1, 2)da

Cette différence est égale au nombre de particules entrées dans B moins le nombre de
particules sorties de B entre les instants t1 et ts.

On cherche donc & calculer le nombre de particules ayant traversé le bord 9B de B
entre les instants ¢; et ¢t5. Ce calcul fait naturellement intervenir la notion de vecteur
densité de courant, analogue a la notion de densité de courant électrique, et dont nous
donnons la définition ci-dessous.

Cette densité de courant est le champ de vecteurs J = J(¢,x) € R? caractérisé
par le fait que, pour tout élément de surface dS(z) centré en € R? et orienté par le
vecteur unitaire n, normal & dS(z) au point x, I'on a

Ny — N_ ~J(t,z) nydS(x)dt.
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Dans cette formule, on a noté

N, =nombre de neutrons traversant dS(x) dans la direction £n,
dans l'intervalle de temps [¢,t + dt].

Donc

/B (p(ta, z) — p(t1, @) doe = — /tt /OB J(t,x) - nydS(z)dt.

Supposons que p et .J sont de classe C'; on transforme alors I'intégrale interne de
droite par la formule de Green :

/ J(t,x) - ngydS(z) = / div, J(t, x)dz .
oB B
Puis on écrit que

to ap

9P 2yt
" o b o)dt

p(t27x) - p(tlﬂ x) =

de sorte que l'identité ci-dessus devient

ta
/ / (m)(t,m) + div, J(t,x)) dtdx = 0.
t1 B at

Comme la fonction continue g—’t’ + div, J est d’intégrale nulle sur tout ensemble de la
forme [t1,t2] x B ot B est une boule de R?, on en déduit I’équation de continuité

0 .

9P (t,x) + divy J(t,z) = 0.

ot
Cette équation traduit la conservation locale du nombre de particules dans tout do-
maine a bord régulier de ’espace des positions. Autrement dit, la variation entre deux
instants t; et t2 du nombre de particules dans un tel domaine est égale au flux du
vecteur densité de courant & travers le bord de ce domaine, intégré entre t1 et 5.

L’équation de continuité ne suffit pas a elle seule & déterminer I’inconnue p, car
la densité de courant J est elle-méme inconnue. L’établissement de 1’équation de
diffusion repose donc sur une hypothése précisant comment le vecteur densité de
courant J dépend de la densité du nombre de particules p.

Cette hypothése porte, suivant les domaines d’application, le nom de loi de Fick,
ou encore de loi de Fourier dans le contexte de la thermique. Elle consiste & postuler
que la densité de courant J est proportionnelle au gradient spatial de p :

J(t,x) = =DV p(t,z), avec D> 0.

Le signe de D est choisi par analogie avec I’exemple de la thermique dans un matériau.
Dans ce cas, p(t,x) est la température dans le matériau au point x a l'instant ¢, et

Ul A

J est la densité de courant de chaleur; il est donc naturel que la chaleur “s’écoule”
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dans le sens opposé au gradient de température. Par exemple, dans un mélange d’eau
liquide et de glace, le flux de chaleur va de I’eau liquide (& température > 0°C) vers
la glace (& température < 0°C) jusqu’a ce qu'un équilibre thermique soit atteint.

En substituant cette formule pour J dans 1’équation de continuité, on aboutit a
I’équation de diffusion

dp

E(tax)_DAIp(tvx) =0. (11)

Cette équation est identique a 1’équation de la chaleur qu’on obtient par le méme
procédé de modélisation, en remplagant la loi de Fick par celle de Fourier (voir par
exemple [2] §1.2). Dans 'argument ci-dessus, on a supposé implicitement que D >
0 est une constante, ce qui correspond au cas d’un milieu homogéne. Or la loi de
Fick s’applique encore au cas de la diffusion de particules dans des matériaux non
homogénes. Le coefficient de diffusion n’est alors plus une constante, mais une fonction
de la variable de position D = D(x) > 0. La loi de Fick s’écrit encore

J(t,x) = =D(x)Vp(t,x).

Substituant cette expression de la densité de courant dans ’équation de continuité,
on aboutit & la forme suivante de I’équation de diffusion pour un milieu inhomogéne

ap

9 (t,z) — div,(D(z)Vep(t,x)) = 0.

Remarque 1.1.1 Pour que la description de la population de particules considérées
par l’équation de diffusion soit justifiée, il est absolument essentiel que l’intervalle de
temps moyen entre l’apparition d’une particule dans le milieu et son absorption soit
tres petit par rapport a l’échelle de temps sur laquelle on observe la dynamique de cette
population de particules. Comme on le verra plus loin, la modélisation par l’équation
de diffusion n’est justifiée que dans une certaine limite asymptotique, incluant une
hypothése sur ’échelle de temps dans laquelle on observe le systéme.

Remarque 1.1.2 Dans le cas de neutrons dans un matériau fissile, il peut y avoir en
outre dans l’équation de diffusion un terme d’amplification exponentielle de la densité
de neutrons, du fait de la création de neutrons secondaires au cours des réactions de
fission. Le cas de la neutronique sera €tudié plus en détail dans la suite de ce cours
(voir, par exemple, la section 1.2).

1.1.2 Etablissement de ’équation de transport

On considére a nouveau une population de particules interagissant avec un milieu
matériel. Comme dans la section précédente, ces particules peuvent étre absorbées
par le milieu, puis réémises au méme endroit, mais avec un vecteur vitesse différent.
Pensons & 'exemple des neutrons dans un matériau fissile : la population de neutrons
de vitesse donnée v est diminuée du nombre de neutrons déviés par collision élastique
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avec les atomes du milieu, ou bien du fait de la capture de ces neutrons au cours
d’une réaction de fission. D’autre part, cette population est augmentée des neutrons
de vitesse v produits au méme point du fait d’une collision élastique entre un atome du
milieu et un neutron de vitesse v’ avant la collision, ainsi que des neutrons secondaires
de vitesse v émis par la réaction de fission.

A la différence de I'étude faite dans la section précédente, on observe cette po-
pulation de particules sur des temps plus courts, de 'ordre du laps de temps moyen
s’écoulant entre le moment ot une particule est émise dans le milieu et celui ou elle
est absorbée. Le modéle de diffusion n’est plus valable & cette échelle.

Comme on recherche une compréhension plus détaillée de la dynamique de cette
population de particules que dans la section précédente, on va avoir recours a une
description plus complexe, qui est celle de la théorie cinétique — analogue a la théorie
cinétique des gaz due & Maxwell et Boltzmann.

Dans cette nouvelle description, la fonction inconnue décrivant la population de
particules est la fonction de distribution

f=ftxv)>0,

qui est la densité du nombre de particules situées au point = et animées de la vitesse
v a linstant ¢. Notons que la fonction inconnue n’est plus seulement une fonction
de la variable de temps t et de la position x, mais qu’elle fait intervenir en plus la
variable v échantillonnant toutes les valeurs possibles du vecteur vitesse pour une
particule. C’est-a-dire que, contrairement au cas de la modélisation par ’équation de
diffusion, ou 'espace des phases est ’ensemble de toutes les positions possibles pour
une particule — par exemple 'espace euclidien R3 si la population de particules n’est
pas confinée, ou au contraire un sous-domaine Q de R? dans le cas otl ces particules
sont contenues dans une enceinte — la modélisation cinétique fait intervenir comme
espace des phases 'ensemble de tous les couples position-vitesse (z,v) possibles pour
une particule, & savoir R® x R? ou Q x R3. Soulignons tout de suite le fait que
la modélisation cinétique est beaucoup plus coliteuse (notamment pour ce qui est
des simulations numeériques) que celle par I’équation de diffusion, puisqu’elle double
presque le nombre de variables de la fonction inconnue.

Comme la description cinétique et celle par I’équation de diffusion représentent la
méme réalité, il est important de comprendre comment elles sont reliées. La notion
essentielle pour cela est celle d’observable macroscopique dans la modélisation
cinétique.

Soit ¢(v), quantité physique additive pour une seule particule de vitesse v; par
exemple

o(v) = (nombre de particules),
o(v) =mu (quantité de mouvement),
#(v) = Imlv|?>  (énergie cinétique).

La quantité globale correspondante pour ’ensemble des particules se trouvant a I'ins-
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tant ¢ dans le domaine spatial A vaut

[ [ ot vyindo.
A JRS3

La densité spatiale de cette quantité physique & I'instant ¢ vaut donc
() f(t,z,v)dv.
R3

En particulier, la densité du nombre de particules p = p(t,z) considérée dans la
théorie de la diffusion est reliée & la fonction de distribution f par la formule

plt,z) = ft,z,v)dv.
R3

De méme, la densité de courant s’exprime & partir de la fonction de distribution par
la formule

J(t,x) = /Rd vf(t,xz,v)dv.

Remarque 1.1.3 Supposons que le nombre total N de particules présentes dans le
milieu considéré est fini et constant au cours du temps :

O<N=// f(t,z,v)dzdv < co.
R3xR3

Les observables macroscopiques ont alors une interprétation probabiliste : en effet, la
mesure

1
Nf(t,x,v)dxdv est une mesure de probabilité.

Alors la quantité
/ d(v) f (¢, z,v)dzdv
AJR3

s’interpréte comme une espérance mathématique :

/ 6() f(t, 2, v)dadv = B(14(2)p(v)).
A JR3

De méme la quantité
P(v) f(t, 2, v)dv
R3

s’interpréte comme une espérance conditionnelle connaissant la position x :

(0)f(t, 2, v)dv = E((v)[z).

R3

Pour plus de détails nous renvoyons, par exemple, & [30].
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Remarque 1.1.4 Cette notion d’observable macroscopique est évidemment a rap-
procher de la notion d’observable en mécanique quantique [6]. En effet, en mécanique
quantique, une quantité physique est un opérateur sur un espace de Hilbert — par
exzemple sur L?(R3; C) dans le cas de la mécanique quantique d’un point matériel. Si
K est une quantité physique définie par un opérateur sur L*(R3;C) — par exzemple
l’énergie cinétique
h2
7%AI ’

— on appelle “observable” correspondant & la quantité K pour la fonction d’onde
la quantité

(V[KY) 2 = Trace(K |)(¢])

en utilisant la notation bra-ket habituelle en mécanique quantique et en notant (1|@) 2
le produit scalaire usuel dans L?*(R3). Autrement dit, sachant que |1(x)|* est une
densité de probabilité sur R>, c’est-a-dire que

/ ()| Pdz =1,
R3

la notation |Y) (| désigne Uapplication linéaire

¢ (Y[@) 120,

ot l'on a noté

(W] ) 2 = /R Do),

Cette application linéaire est donc la projection orthogonale dans L*(R3) sur la droite
vectorielle engendrée par 1,
Par exemple, si K est un opérateur intégral de noyau k = k(x,y), c’est-a-dire si

Ko@) = [ kit
alors 'observable associé est

ko) = [ kei@et)dey.

Dans cette définition, la “matrice densité” ¥ (x)y(y) joue un réle analogue a celui de la
fonction de distribution f(x,v), tandis que Uopérateur K est l’analogue de la fonction

(z,v) = La(2)o(v).

Nous allons maintenant établir ’équation régissant I’évolution de la fonction de
distribution f grace & un bilan du nombre de particules dans un domaine arbitraire
de I'espace des phases, de facon tout a fait analogue a ce qui a été fait dans la section
précédente dans le cas I’équation de diffusion.
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Soient donc t; < t, et B, B’ deux boules de R3; la variation du nombre de
particules situées dans la boule B et de vecteur vitesse appartenant & la boule B’
entre les instants ¢; et to vaut, en supposant la fonction de distribution f de classe

c

ta
/B//(f(tQ,%U)—f(flyx,v))ddeZ/tl /B B/g—{(t,m,v)dtdmdv.

Cette variation peut avoir 'une des causes suivantes :

ecertaines particules situées dans B et de vitesse appartenant & B’ A I'instant ¢; ont
été absorbées par le milieu & l'intérieur de la boule B entre les instants ¢ et o ;
eentre les instants t; et to, des particules ont été créées dans la boule B avec une
vitesse appartenant a la boule B’ ;

ecnfin, certaines particules présentes a I'instant ¢; dans le domaine B x B’ de ’espace
des phases en sont sorties sans étre absorbées par le milieu entre les instants t; et ¢,
ou encore, d’autres particules sont entrées dans le domaine B x B’ entre les instants
tl et tQ.

Evaluons la contribution de chacun de ces phénoménes.

Absorption. Le nombre de particules de vitesse v € B’ absorbées par le milieu entre
les instants ¢1 et to par la portion de matériau située dans la boule B vaut (environ)

to
NA:/ // o(x,v)f(t, z,v)dtdzdv ,
t1 B 4

ot o(x,v) > 0 est le taux d’absorption du milieu & la position « et pour des particules
de vitesse v. Cette fonction o est une caractéristique physique du matériau, qui est
donnée.

Création. Le nombre de particules créées avec une vitesse v € B’ entre les instants
t1 et to par la portion de matériau située dans la boule B au cours d’une transition
v/ = v, ol v’ est une vitesse quelconque dans R?, vaut environ

to
ch/ /// k(z,v,v") f(t, z,v")dtdedvdv” ,
t, JBJB' JRS

ou k(x,v,v") > 0 est le taux de transition conduisant a la création d’une particule
de vitesse v a la position x & partir de ’absorption d’une particule de vitesse v’ en
ce méme point x. A nouveau, cette fonction k est une caractéristique physique du
milieu, qui est donc donnée.

Advection. Supposons pour simplifier que les particules considérées ne sont sou-
mises & aucune force extérieure — en négligeant notamment 'effet de la gravité. Par
conséquent, les équations du mouvement pour chaque particule sont

=
=0
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— ou la notation ~ désigne la dérivée par rapport & la variable de temps. Comme
chaque particule est de vitesse constante, la seule facon pour sa trajectoire dans
I’espace des phases d’entrer dans B x B’ ou d’en sortir consiste a traverser la partie
OB x B’ du bord de B x B’. Notons

N1 =nombre de particules entrées dans/sorties de B x B’

entre les instants t1 et o

alors Ny — N_ est égal au flux a travers le bord 0B de B entre les instants ¢ et to
du vecteur densité de courant correspondant aux particules de vitesses appartenant
a B

Exprimons tout d’abord la densité de courant correspondant aux particules de
vitesses appartenant & B’ : comme expliqué ci-dessus, on trouve

Jp (t,z) = //vf(t,a:,v)dv.

Par conséquent, en notant n, le vecteur unitaire normal & 9B au point z, dirigé vers
I’extérieur de B, on trouve que

- /ft ( /8 JBf(t,x)~nwdS(x)> dt

B
to
—/ / ft,x,v)v - ndtdS(z)dv .
t, JoBJpB

N, —N_

Toujours sous I’hypothése que f est de classe C*, on peut échanger 'ordre des inté-
grations en ¢,z et v, puis transformer l'intégrale sur 0B par la formule de Green, ce

qui donne
ta
N, —N_= —/ / / divy (vf(t, z,v))dtdzdv .
t, JBJB

Revenons maintenant au bilan de la variation du nombre de particules dans le
domaine B x B’ de I'espace des phases entre les instants ¢ et o :

to af
/ / a(t,x,v)dtdmdv:N+—N_JrNc—NA.
t, JBJB
Grace aux formules obtenues ci-dessus pour N4, N4 et Ng, on trouve donc que

t2
/t1 /B/, <8af +divg(vf) +of - Kf) (t, z,v)dtdzdv =0,

en notant K l'opérateur défini comme suit :

Kf(t,z,v) = / k(z,v,0")f(t,z,v")dv" .

R3



10 CHAPITRE 1. MODELES

Supposons, outre le fait que f est de classe C, que les fonctions o et k sont conti-
nues, et que v’ — k(z,v,v") décroit suffisamment vite pour |v'| — oo localement
uniformément en (z,v) pour que Uintégrale K f soit bien définie. Alors 'intégrande
ci-dessus

of

E—i—divz(vf)—i—af—Kf

est continue. Comme son intégrale sur tout domaine du type [t1,t2] X B x B’ (avec
t1 <ty et B, B’ boules de R?) est nulle, on en déduit que la fonction de distribution
f vérifie ’équation de Boltzmann linéaire

%+divm(vf)+af—Kf =0,

c’est-a-dire que

%(t, 2, 0)+v-Vaf(t,z,v)+o(x,0) ft,z,v)— [  klx,v,0)f(t,z,v)dv' =0. (1.2)
R3

Un cas particulier trés simple d’équation de Boltzmann linéaire est I’exemple de
I’équation de transport monocinétique conservative avec scattering iso-
trope. Le terme “monocinétique” indique que toutes les particules sont de méme
vitesse. Sans perte de généralité, on peut se ramener au cas ol cette vitesse vaut 1 :
on notera donc

v=w, avec|w|=1.

Le terme “scattering isotrope” se rapporte & des processus d’absorption et de créa-
tion définis par des taux d’absorption o et de scattering k constants. Le terme “conser-
vatif” signifie que le nombre de particules absorbées compense exactement le nombre
de particules créées dans toute boule B entre deux instants quelconques t; < ts.
Autrement dit, en notant dw 1’élément de surface sur la sphére unité,

to
0/ // f(t, x,w)dtdedw
t1 B ‘UJ|:1
ta
:k/ // / f(t, z,w")dtdvdwdw'
tr B =1 Jwr|=1

pour tous t; < t et toutes les boules B C R3, de sorte que

Autrement dit
Kf(t,z,w)=o(f)(t,x),

ou (-) désigne la moyenne en w :
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Par conséquent, ’équation de Boltzmann linéaire conservative dans le cas du transport
monocinétique avec scattering isotrope s’écrit
of
E+W'sz+0(f_<f>):0~ (1.3)
On étudiera notamment un cas particulier du transport monocinétique avec scatte-
ring isotrope, celui ou la fonction de distribution f ne dépend que d’une seule variable
d’espace, par exemple z1. Cette hypothése est connue en anglais sous le nom de “slab
symmetry” tandis qu’en frangais on parle plutét de géométrie de type “plaque
infinie”.
Dans ce cas I'équation de Boltzmann linéaire ci-dessus devient
of of
— fw=——+o(f—(f) =0.
gt o(f= (1)
Ecrivons le vecteur unitaire w en coordonnées sphériques, ’axe des x; jouant le role
d’axe polaire. Autrement dit

w = (cosf,sinfcosp,sinfsing), 0<O0<7m, 0<¢<2m,

(voir Figure 1.1). Alors

™ 27
(HY(t,z) = ﬁ/ / f(t, 21, cos0,sin 0 cos ¢, sin 0 sin @) sin Odpde .
o Jo
Faisons le changement de variables
uw=cosf, desorte que sinf = /1 — p? et du = —sinfddf.

(On note que sinf > 0 puisque 6 € [0, 7].) Donc

1 27 d d
<f>(t7$1):/ ( 0 f(taxlnuﬂ\/lMQCOS¢7V1N2Sin¢)2;ZTS);'

-1

Posons )
g d
F(t,.’ﬂl,ﬂ): f(taxh:u, Vlf,LLQCOSQSa V17N2Sin¢)2£; (14)
0 7

alors
1

(itar) = [ Pt

-1

Sous I’hypothése que f est de classe C!, la dérivation sous le signe somme est
légitime, de sorte qu’on peut calculer la moyenne en ¢ de la fonction

(g{:JruafnLUf) (t, 1, 1, MCOS ®, \/ﬁsin )

8331
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FI1GURE 1.1 — Coordonnées sphériques du point M

comme suit :

/ (8f+u§f+af) (t.21, 1, V1 = p2 cos . /1 — pi® sing) 5~ ¢
0

ot
oF OF
— <8t —a 1+0F> (t, 1, p).

On déduit de ce qui précéde que si la fonction f = f(t,z1,w) de classe C! vérifie
I’équation

of

5t of (t,z1,w)+of(t,z1,w)=c(f)(t, x1),

(t Ty, w )+w18 1

alors la fonction F = F(t,x1, ) définie par (1.4) vérifie 'équation de Boltzmann
linéaire pour la “plaque infinie”

1 !

oF oF d
—(t,xl,,u)—i—,u—(t,xl,,u)—i—aF(t,xl,u):U/ F(t,xhu’)i. (1.5)
3t (91’1 2

-1

1.1.3 Du transport vers la diffusion

On a déja expliqué comment la notion d’observable macroscopique permet de
passer de la fonction de distribution f, qui décrit un systéme de particules dans le
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cadre de la théorie cinétique, & la densité macroscopique du nombre de particules p
que l'on rencontre dans la théorie de la diffusion.

On verra dans la suite de ce cours comment 1’équation de diffusion peut étre
déduite de I’équation de Boltzmann linéaire dans un certain régime asymptotique. Ce
résultat jouera un role de premier plan dans ce cours, aussi bien sur le plan théorique
que du point de vue de ’analyse numérique.

Nous allons essayer de donner un premier apercu de ce résultat dans le cas parti-
culier de I’équation de transport monocinétique conservative avec scattering isotrope.

Soit donc f vérifiant

o Ve rolf (1) =0,

ol on rappelle que
=di [ e
w|=1

Intégrons par rapport a la variable w chaque membre de cette égalité : toujours en
supposant que f est de classe C', ce qui légitime la dérivation sous le signe somme,
on aboutit ainsi & ’équation de continuité :

9/ flt, z,w)dw + divm/ wf(t,z,w)dw =0,
Ot Jywi=1 |w|=1

ce qui s’écrit encore

o .o, =(f),
a+dlsz_o aVQC{Jz(wf).

Ensuite, on réécrit I’équation de Boltzmann linéaire sous la forme

1 lﬁl

f:<f>—;w'vwf—;at- (1.6)

Supposons maintenant que ¢ > 1. En supposant les variations de f petites devant
o, c’est-a-dire

ot

Pégalité (1.6) entraine en particulier que f est asymptotiquement isotrope — c’est-
a-dire indépendante de w :

0
l‘<<oet V.f| <o,

f(t,ac,w) = <f>(ta J}) = p(t,x) :
En injectant cette approximation dans (1.6), on en déduit que

1 190p
~p——w-Vyp— ——-. 1.
fep——w - Vop——5 (L.7)
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Evidemment, ce n’est pas parce que f ~ (f) = p que V,f =~ V.p, ni que 0y f =~ O¢p
— sauf a se placer dans le cadre de la théorie des distributions. Mais si tel est le cas,
autrement dit si approximation (1.7) est justifiée, on a alors

= (o) = (wop) = = oo Vup) = 2 22

et, comme (wp) = (w)p = 0 (puisque (w) = 0), on obtient

3
1 3]
Jp ~ —— g (wkwl>—8£, k=1,2,3. (1.8)

o
1=1
Observons que

(wpw)) =0, sik#l

et d’autre part que
(wi) = (wi) = (i)

par invariance par rotation de la mesure uniforme sur la sphére unité. Donc

3
(@) = (w3) = (@3) = § ) (wi) = (W) =%
k=1
Au total
(wrwy) = %(5“, k,1=1,2,3.

En revenant a l’expression (1.8) pour J, on trouve que

3
1 ap ap
Jp ~ —— =1 k=1,2,3.
k p ;(wkwl>a l 35 oz ) >

On aboutit donc ainsi & la loi de Fick : sous ’hypothése que ¢ > 1, on a

J~—DV,p avecD = .

Alors que la loi de Fick était postulée dans notre présentation de ’équation de dif-
fusion (cf. section 1.1.1), argument ci-dessus permet de la déduire de I’équation de
Boltzmann linéaire, au moins dans le cas monocinétique avec scattering isotrope.
Nous retrouverons une variante de cet argument dans un cadre plus général et avec
des démonstrations complétes au chapitre 4, consacré a ’approximation des solutions
de I’équation de Boltzmann par les solutions de I’équation de diffusion.

En substituant cette valeur du vecteur densité de courant dans I’équation de conti-
nuité (comme on la fait dans la section 1.1.1 portant sur 'obtention de ’équation de
diffusion), on trouve que, sous I'hypothése que le taux d’absorption o > 1, alors la
fonction de distribution f, solution de I’équation de transport monocinétique conser-
vative avec scattering isotrope, vérifie

flt,z,w) ~ p(t,x),
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et que p est solution de I’équation de diffusion

9 15 4
ot 3o W=

On verra plus loin dans ce cours (voir le chapitre 4) comment rendre cette approxi-
mation de la fonction de distribution f par la solution p de I’équation de diffusion
parfaitement rigoureuse — et méme comment mesurer I’erreur correspondante.

1.2 Neutronique

1.2.1 Modélisation physique

Générateur de vapeur
{échangeur de chaleur)

Turbine Alternateur

Barres de commande Pressuriseur Vapeur d'eau

Eau en ébuliition
Cuve

Caloporteur
chaud (320 *C)
Cosur du réacteur N |

riviére ou mer
. ou atroréfrigérant
Réacteur nucléaire rig

Pompe Caloporteur froid (280 *C) Pompe

FIGURE 1.2 — Principe de fonctionnement d’un réacteur a eau pressurisée (source :
CEA /Yuvanoe).

La neutronique est la branche de la physique, et plus particuliérement de la phy-
sique des réacteurs nucléaires, qui étudie le comportement d’une population de neu-
trons créés par radioactivité naturelle, ou plus généralement artificielle (voir les ou-
vrages de références [12], [52]). On peut distinguer au moins deux grandes classes de
modéles en neutronique : les modéles de transport, qui sont précis méme a de petites
échelles spatiales ou temporelles, mais cotliteux a résoudre, et les modéles de diffusion,
qui ne sont valables qu’a des échelles macroscopiques d’espace ou de temps, mais fa-
ciles & résoudre numériquement. L’un des enjeux de ce cours est de comprendre les
relations entre ces deux classes de modéles pour savoir arbitrer efficacement entre les
deux.

Nous allons nous limiter dans ce bref exposé a une introduction aux équations et
aux notations de la neutronique dans les coeurs de réacteurs nucléaires. Un réacteur
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FIGURE 1.3 — Section horizontale du coeur d’un réacteur nucléaire comprenant 157
assemblages combustibles.

a eau pressurisée typique (ceux de la gamme produisant 900 mégawatts électriques,
voir Figure 1.2) a un coeur composé de 157 assemblages d’une hauteur d’environ 4
meétres, a section carrée de 21 centimétres de coté et répartis périodiquement sur un
réseau carré inscrit dans un cercle correspondant & la section de la cuve du réacteur
(voir Figure 1.3). Chaque assemblage est lui-méme un réseau carré de 17 par 17
crayons de combustible (voir Figure 1.4) qui sont des tubes métalliques renfermant
les pastilles de combustibles (de 'oxyde d’uranium, UOs, enrichi, c’est-a-dire que la
proportion de 'isotope U235 par rapport a U238 est augmentée de 0.7% a 3.1%). Le
tout baigne dans un écoulement d’eau qui joue un double role de modérateur (c’est-
a-dire de milieu qui ralentit les neutrons créés par fission pour qu’ils puissent & leur
tour entrer en collision avec les noyaux fissiles et entretenir la réaction en chaine) et
de fluide caloporteur (c’est-a-dire qui extrait la chaleur produite par fission dans le
cceur pour la déposer dans un circuit d’eau secondaire qui produira de 1’électricité en
actionnant une turbine). Par ailleurs, un certain nombre de crayons de combustible
sont remplacés par des tubes guides dans lesquels coulissent les barres de controle
qui peuvent s’enfoncer verticalement plus ou moins profondément dans le coeur. Leur
role est de controler la réaction de fission, voire de la stopper complétement, car elles
sont constituées de matériaux absorbant les neutrons. Un cceur de réacteur est donc
un milieu trés hétérogéne ou la précision des modéles de transport est nécessaire a
I’échelle du crayon ou de ’assemblage, mais ot leur cotit en temps de calcul peut étre
prohibitif & 1’échelle du coeur entier. Dans ce dernier cas on leur préfére des modéles
de diffusion qui sont communément utilisés pour des calculs de routine.

Les notations et les variables choisies en neutronique sont particuliéres a cette
discipline et nous expliquons maintenant leur origine. Le point de départ est I’équation
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Barre de
contrdle

Embaut

Crayons Tube guide

Grille

Embaut

Azzemblage combustible

FIGURE 14 — Assemblage combustible composé de crayons (source :
http://www.watt-ingenierie.com/info_technique/enrichissement.phpEDF) et
http://www.irsn.fr/FR/Connaissances/Mediatheque/Pages/Home.aspx).



18 CHAPITRE 1. MODELES

de Boltzmann linéaire (1.2) pour une population de neutrons de densité f(¢,z,v) ou
t € R est le temps, 2 € R? la variable d’espace et v € R? la variable de vitesse.
La variable de vitesse v est remplacée par sa direction w et par I’énergie cinétique
correspondante F, définies par

1
v=lw, E= §m|v|2
ou m est la masse du neutron. L’inconnue f, qui est la densité de neutrons, est
remplacée par le flux de neutrons ¢ = |v| f qui est une quantité plus facile & mesurer
expérimentalement. Le gradient de ¢, ou bien ses composantes w - V¢, sont appelés
courants. L’équation de transport pour ¢(¢,z,w, E) prend alors la forme

1 9¢

Hat—I—w Ve +o'(z,w,E)p=S(z,w,E)

maxr (1.9)
/ / (v ,w, B, E"Y¢(x,w', E') dw' dE’,
UJ

ou S(z,w, E) est le terme source. Les coefficients of et o* sont appelés sections effi-
caces : o' est la section efficace totale qui mesure le taux de disparition de neutrons
au point (z,w, E) de l'espace des phases, tandis que o* correspond & une source de
neutrons qui apparaissent au point (z,w, F) en provenance ou par transformation de
neutrons situés auparavant au point (x,w’, E’) de lespace des phases. (Par rapport
aux notations de (1.2) on a la correspondance o = o/|v| et o* = k/|v|.) En général,
le milieu est supposé isotrope, ce qui a pour conséquence que o' ne dépend en fait
que de (x, E), mais pas de la direction w, et que o* ne dépend de (w,w’) qu’a travers
Pangle que forment ces deux directions, c’est-a-dire que 0* = oc*(z,w - ', E, E').

D’un point de vue physique, Popérateur intégral dans le membre de droite de (1.9)
a deux origines bien distinctes. D’une part, il modélise la collision (ou “scattering”)
des neutrons avec les noyaux des atomes du milieu ambiant : autrement dit, au point
2, un neutron de vitesse (w’, E’) rebondit sur un noyau et prend la nouvelle vitesse
(w, E). D’autre part, il représente la création par fission au point = de neutrons de
vitesse (w, E) créés grace a la capture par un noyau fissile d’un neutron de vitesse
(w', E"). C’est pourquoi la section efficace ¢* doit étre décomposée en somme de deux
termes

o (z,w- B, E) = o(z,w -, E, E") + v(E)o! (z,w- ', E,E), (1.10)

otl o est la section efficace de collision, o/ est la section efficace de fission et v(E) est
le nombre moyen de neutrons émis par fission (dont la valeur typique pour 'uranium
est 2.42).

De méme, la section efficace totale peut étre décomposée en somme de trois termes

o'(z,E) = 0%z, F) / / o(z,w-w,E,E")
Ein =1 (1.11)

+of(z,w -, E, E'))dw' dFE’,
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ol 0% est la section efficace d’absorption (des neutrons capturés par des noyaux et qui
“disparaissent” ainsi du bilan neutronique), les fonctions o et o étant les mémes que
dans (1.10). Bien stir toutes ces sections efficaces sont positives ou nulles. Dans la suite,
pour simplifier la présentation, nous n’utiliserons pas la décomposition (1.11), nous
supposerons que v(E) = 1 et nous ne retiendrons la décomposition (1.10) que lorsque
celle-ci sera importante d’un point de vue physique et mathématique, notamment lors
de I’étude de la criticité (voir chapitre 6).

Les valeurs extrémes de I’énergie sont trés contrastées : typiquement, on aura
Ein =105 6V et E,,4» = 20 MeV (eV pour électron-volt). Le support de la fonction
of(x, w-w', E, E") est trés étroit au sens suivant : seuls les neutrons de basse énergie,
dits thermiques (environ E’ = 1 V), peuvent fissionner les noyaux du combustible
nucléaire, tandis que les neutrons produits par fission sont, eux, de trés haute énergie
(environ F =1 MeV) et appelés neutrons rapides. Il faut donc que le combustible
nucléaire soit entouré d’un milieu qui ralentisse (d’un facteur 1000!) les neutrons
rapides pour que ceux-ci deviennent thermiques et puissent engendrer de nouvelles
réactions de fission : un tel milieu est dit modérateur. Dans les réacteurs a eau
pressurisée, ’eau du circuit primaire joue le role de modérateur. Dans d’autres types
de réacteurs (par exemple a gaz), le modérateur peut étre du graphite. En premiére
approximation, la section efficace de collision ¢¢(z,w - w', E, E') définit un opérateur
triangulaire au sens o, les collisions étant élastiques ou inélastiques, I’énergie aprés
collision FE ne peut étre que plus petite que ’énergie avant collision E’, c’est-a-dire
que E < E’. Cependant, on peut assister a des remontées (faibles) en énergie, £ > E’
(up-scattering en anglais), car une partie de l'agitation thermique de chaque noyau
peut étre transférée sous forme d’énergie cinétique aux neutrons entrant en collision
avec lui.

Remarque 1.2.1 Lunité de flur ¢ est le m=2s~% (avec m pour métre et s pour
seconde), celle des sections efficaces (dites macroscopiques) o et o* est le m™1, et
celle de la source S, le m™3s™1.

Remarque 1.2.2 En vérité tous les neutrons produits par fission ne sont pas ins-
tantanément émis aprées collision d’un neutron avec un noyau fissile. Une proportion
infime (mais significative, de l'ordre de quelques milliémes) de ces neutrons sont émis
apres un certain délai correspondant o la désintégration radioactive d’isotopes in-
termédiaires instables. On parle dans ce cas de neutrons retardés, avec un délai de
Uordre d’une seconde a une minute. Par comparaison, les temps caractéristiques de
libre parcours moyen d’un neutron (entre deux collisions) sont de l’ordre de 10~ a
108 secondes. Pour tenir compte de ce phénomeéne, il faudrait coupler I’équation de
transport a un systémes d’équations différentielles ordinaires décrivant la rétention
puis l’émission de ces neutrons retardés. Par souci de simplicité dans la présentation
nous ne le ferons pas ici et nous renvoyons a [12] et [43] pour plus de détails. Néan-
moins ces neutrons retardés, bien que peu nombreux, sont extrémement importants
en pratique pour pouvoir piloter un réacteur nucléaire. En effet, c’est leur présence
(ou plutot leur retard) qui permet, par exemple, d’avoir le temps d’enclancher un sys-
teme d’arrét d’un réacteur par chute des barres de contréle dans le ceeur, stoppant
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la réaction nucléaire. S’il n’existait pas de tels neutrons retardés, l’emballement de la
réaction nucléaire (entrainant l'explosion du réacteur) en cas d’incident serait quasi-
ment instantané, ne permettant pas d’avoir le temps matériel de réagir en insérant
les barres de controle.

1.2.2 Formalisme multigroupe

Bien que la variable d’énergie E soit continue dans le modéle (1.9), il est nécessaire
de la discrétiser en pratique. Pour cela, on divise le spectre d’énergie [E,in, Emaa] €n
un nombre fini de sous-intervalles, appelés groupes (de un & quelques centaines) et
numeérotés par ordre décroissant d’énergie

Emax:E0>E1>"'>EG:Emin~

Pour 1 < g < G, on note ¢4(t, z,w) une approximation de

Eg_l
/ o(t,x,w, E)dE.

Egy

De la méme maniére on définit les sources

Eq_1
Sg(z,w) :/ S(z,w, E)dE,
Eg

et on note |’Ug| une vitesse moyenne pour le groupe g. On introduit alors des moyennes
des sections efficaces sur chacun des groupes d’énergie pour obtenir le systéme suivant,
dit équation du transport multigroupe

1 0¢
W(Ttg +w-Vaog+04(2)dg = S4(z,w)
g
o (1.12)
+ Z/ ‘ 1(7;9,(50,(.0«w')¢g/(x,w/)dw/.
g'=1 w’|=

Remarquons que nous obtenons ainsi un systéme de G équations de transport couplées
entre elles par le terme de collision-fission.

Le calcul des sections eflicaces moyennes en énergie, o, et 0,4+ Nest pas simple car
leurs versions continues en énergie sont trés oscillantes pour les hautes énergies. Cela
est dii au phénomeéne de résonance : un neutron avec une énergie bien précise peut étre
capturé et créer avec le noyau qu’il percute un nouvel isotope. Le calcul des sections
efficaces moyennes en présence de résonances est une procédure délicate qui repose,
entre autres, sur des moyennes spatiales adéquates : on parle alors d*‘autoprotection”

(self-shielding en anglais). Nous renvoyons a [12] pour plus de détails.
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1.2.3 Approximation par la diffusion

Revenons a la question de 'approximation du transport par la diffusion déja pré-
sentée dans la section 1.1.3. On définit le flux scalaire comme la moyenne du flux sur
toutes les directions angulaires

ug(t, x) :/ ¢g(t, z,w) dw,
|w|=1
ainsi que la densité de courant totale
Jg(t,x) = / wg(t, z,w) dw.
|w|=1
De méme la source scalaire est
folz) = / Sg(z,w) dw.
lwl=1

Par ailleurs, on remarque que

/|| 0y (W - W) dw
wl=1

est indépendant de w’ par invariance par rotation de la sphére unité, et on note ogq ()
la valeur de cette intégrale.
On integre alors (1.12) par rapport & w pour obtenir

1 Ou

G
maitq + ding + Ug<x)ug = fg(x) + Z Ugg'(aj)ug" <1'13)
g g’'=1

Aucune approximation n’a encore été faite pour aboutir a (1.13). L’approximation
de la diffusion consiste & supposer maintenant que la densité de courant totale j, est
reliée au flux scalaire uy par la loi de Fick qui postule I'existence d’un coefficient de
diffusion D, > 0 tel que

Jg(t, ) = —DgVugy(t, x). (1.14)

En combinant (1.13) et (1.14) on obtient un systéme d’équations paraboliques, pour
1<g<@a,

G

1 Ou .
WaTg —div(DgVug) + ag(x)ug = fo() + Z Ogg (T)Ugr. (1.15)

g glfl
L’approximation de (1.12) par (1.15) sera justifiée au chapitre 4 dans le cas d’un seul
groupe (G =1).

Un cas particulier simple de (1.15) est le modéle de diffusion & deux groupes

d’énergie (G = 2), o uy est le flux de neutrons rapides et uz celui des neutrons
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thermiques. Dans ce cas la remontée en énergie lors des collisions est négligeable, et
on obtient le systéme

10 )
A0 div (D1Vuy) + o1(x)u; = fi(z) + U{z(x)w )
lv| Ot (1.16)
10 . . '
W% — div (DaVug) + oo (x)us = fa(z) + 05 (z)ua ,
2

ol 0{2 est la section efficace de fission qui prend en compte la création de neutrons
rapides a partir de neutrons thermiques, et 0§, est la section efficace de collision, ou de
ralentissement, mesurant le taux de transformation des neutrons rapides en neutrons
thermiques.

1.3 Le transfert radiatif

1.3.1 Les équations du transfert radiatif

Le transfert radiatif est la branche de la physique décrivant le transport d’énergie
par rayonnement électromagnétique a travers un milieu matériel — par exemple une
atmospheére stellaire, ou planétaire. Pour une présentation détaillée du sujet, le lecteur
pourra se reporter aux ouvrages de référence que sont [17], [50] ou [46].

Dans le cadre du transfert radiatif, le rayonnement électromagnétique est modé-
lisé de fagon corpusculaire, en considérant un gaz de photons, et non pas de fagon
ondulatoire par les équations de Maxwell.

Dans toutes les applications dont il sera question ici, on ne considérera que le
cas de milieux d’indice! constant, donc non dispersifs — et méme, pour simplifier,
d’indice 1. Le gaz de photons considéré est donc monocinétique, la vitesse des photons
étant alors ¢ (la vitesse de la lumiére dans le vide).

Chaque photon est donc caractérisé par sa position z, sa direction w, et sa fré-
quence v. Comme ’énergie d’un photon de fréquence v vaut hr ou h est la constante
de Planck, se donner la fréquence d’un photon est équivalent a se donner la norme
|v| de la vitesse d’une particule de masse m > 0, pour laquelle ’énergie cinétique est
%m|v\2. Autrement dit, la donnée de la fréquence d’un photon et de sa direction est
I’analogue exact de la donnée du vecteur vitesse d’une particule massique.

La modélisation cinétique de ce gaz de photons suggére donc de considérer la
fonction de distribution des photons

f = f(t,z,w,v) = densité du nombre de photons situés au point x,

a l'instant ¢, de direction w et de fréquence v.
En réalité, on préfére, en transfert radiatif, considérer la quantité

I(t,x,w,y) :Chl/f(t,l',w,l/),

1. On rappelle que 'indice d’un milieu est le rapport ¢/v de la vitesse de la lumiére dans le vide
c a la vitesse v de la lumiére dans ce milieu.
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appelée intensité radiative.

Dans tout ce qui suit, on suppose que la matiére est immobile, ou & tout le moins
que son mouvement s’effectue sur des échelles de temps beaucoup plus longues que
celles qui sont adaptées au transfert de rayonnement.

L’interaction entre le rayonnement et la matiére se fait selon 3 mécanismes bien
distincts :

a) le scattering,

b) Pabsorption,

¢) Pémission.

Disons quelques mots de ces trois mécanismes, sans entrer toutefois dans les détails,

car il s’agit de processus physiques trés complexes — voir [50], chapitre 7, pour plus
de détails.

Scattering. Les photons changent brutalement de direction, et parfois de fréquence
par suite de “collisions” avec les électrons du milieu. On s’intéressera essentiellement
a deux cas particuliers :

ele scattering Thomson, et
eole scattering Rayleigh.

Le scattering Thomson est un mécanisme de scattering classique des ondes électro-
magnétiques par les électrons libres du milieu. Sous leffet de 'onde électromagnétique
incidente, un électron libre initialement immobile oscille dans la direction de la compo-
sante électrique de I'onde. On peut donc ’assimiler & un dipdle oscillant, qui rayonne
donc une nouvelle onde électromagnétique, dont la direction n’est en général pas la
méme que celle de 'onde incidente. En revanche, la fréquence de I'onde émise est la
méme que celle de 'onde incidente : on dit alors que le scattering Thomson est cohé-
rent. Le scattering Thomson est un mécanisme concernant des électrons initialement
immobiles, et des photons incidents d’énergie négligeable devant 1’énergie au repos de
I’électron mqgc?, ol mg désigne la masse de ’électron.

Dans un volume infinitésimal drxdwdr de ’espace des phases des photons centré
au point (z,w,v), Pénergie des photons diminue de

ﬁﬂzhomsonl(t, z, w, v)dtdrdwdy
dans un intervalle de temps infinitésimal de longueur dt; d’autre part cette méme
énergie augmente par scattering sur les électrons libres du milieu de

sz"homson (/ Itz I/)%(l + (w- w/)2)dw’> dtdxdwdv .
lw’|=1

Le coefficient de scattering Thomson vaut

4
Thomson __ 87T60
Iis -

3mict’
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ou ey et mg sont respectivement la charge et la masse de ’électron. De facon remar-
quable, ce coefficient est constant — en particulier, il ne dépend pas de la fréquence
de 'onde incidente.

Le scattering Rayleigh est un mécanisme de scattering différent — par des par-
ticules diélectriques de polarisabilité a, dont les dimensions sont petites devant la
longueur de 'onde électromagnétique incidente. Ce mécanisme de scattering est dé-
crit par les mémes formules que le scattering Thomson, sauf que le coefficient de
scattering Rayleigh vaut
1287°a’vt

3c? '

Comme le scattering Thomson, le scattering Rayleigh est cohérent. Toutefois, au
contraire du coefficient de scattering Thomson, le coefficient de scattering Rayleigh
dépend de la fréquence v de ’onde incidente — et croit comme la puissance quatriéme
de cette fréquence. Ce mécanisme de scattering est donc d’autant plus important que
la fréquence de 'onde incidente est élevée.

Iifﬁaylezgh —

Il existe plusieurs autres mécanismes de scattering jouant un réle important pour
les problémes d’interaction rayonnement-matiére, par exemple le scattering Compton
par des électrons libres, dans le cas ou la fréquence du photon incident n’est plus
négligeable devant I’énergie au repos de I’électron, et ou ’électron peut se trouver en
mouvement avant l'interaction. Dans ce cas, I’électron peut communiquer une partie
de son énergie cinétique au photon, ce qui en décale la fréquence. Donc, contrairement
au scattering Thomson ou Rayleigh, le scattering Compton n’est pas un mécanisme
de scattering cohérent : la fréquence du photon émis est en général différente de la
fréquence du photon incident.

Absorption/Emission. Les mécanismes d’absorption et d’émission de photons par
la matiére ont été décrits par Einstein grace au formalisme de la mécanique quantique.
Considérons un atome dont les électrons ont des niveaux d’énergie notés Fjp — ces
niveaux d’énergie pouvant d’ailleurs étre discrets ou continus. Un photon peut donc
étre absorbé en excitant un électron d’'un état d’énergie E,, vers un état d’énergie
E, > E,, pourvu que ce photon soit de fréquence vy, ,, telle que

Ep— Ep = hig .

Il peut également y avoir absorption par échange d’énergie entre un photon et un
électron libre, ou encore photoionisation, suivant la fréquence — et donc ’énergie —
du photon incident. Réciproquement, un électron peut étre désexcité en passant de
Iétat E,, > E,, al’état E,,, en émettant un photon d’énergie hv, .

Pour avoir une description raisonnablement simple de ces mécanismes d’absorption
et d’émission, on fait ’hypothése que le milieu est en équilibre thermodynamique
local (ETL) : en tout point = du milieu et & tout instant ¢, il existe une température
électronique de la matiere, notée T(¢,x).

Sous cette hypothése, dans un élément de volume infinitésimal dzdwdr de ’espace
des phases, ’énergie des photons absorbés par le milieu dans un intervalle de temps
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de longueur dt vaut
o, (T(t,x)I(t, z,w,v)dtdedwdy .

Le coeflicient o, (T") > 0 est I'opacité — c’est-a-dire le taux d’absorption — du milieu
porté a la température T aux radiations de fréquence v.

Inversement, dans ce méme élément de volume de I’espace des phases et pendant
le méme laps de temps, le milieu émet une énergie

o, (T(t,2))B,(T(t,z))dtdrdwdy ,

ou B,(T) est la fonction de Planck; qui est l'intensité radiative d’un corps noir
porté a la température T'. Elle est donnée par la formule

2hv3
B,(T) = 2 AT 1)
ou h est la constante de Planck, k£ la constante de Boltzmann et ¢ la vitesse de la
lumiére dans le vide.
On vérifie sans peine que ’énergie rayonnée dans toutes les directions et toutes
les fréquences par un corps noir porté a la température T est donnée par la loi de
Stefan-Boltzmann :

4 o0
T B(T)dv = aT*,
¢ Jo
avec
2o k4
a = ——7>—>5.
15h3¢3

La discussion ci-dessus montre toute 'importance de I'opacité o, (T') pour décrire
ces phénoménes d’absorption et d’émission en supposant qu’on est dans le régime
ETL. L’opacité est une fonction donnée, qui dépend de la composition chimique de la
matiére, de la température électronique 7' et de la fréquence des photons incidents.
Ceci vaut pour un matériau parfaitement homogeéne ; sinon, ’opacité dépend en géné-
ral d’autres quantités physiques, comme par exemple la densité du milieu. En général,
la dépendance en T et v de opacité o, (T') est extrémement complexe, puisque ce
coefficient contient & lui seul toute I'information relative a ces différents mécanismes
d’absorption des radiations par la matiére. La détermination des opacités résulte de
calculs compliqués de mécanique quantique, recalés lorsque cela est possible par des
données expérimentales. Plus les atomes considérés ont de niveaux d’énergie, plus il y
a de possibilités pour des transitions entre niveaux d’énergie électronique différents,
et donc plus 'opacité o, (T') est difficile & déterminer.

Le cas le plus simple — le seul ou il y ait une formule élémentaire donnant ’opacité
est celui des transitions entre électrons libres pour ’atome d’hydrogéne :

1/2 5, o\ Y3 2%T\\ 1 — e /KT
(T :iiN(?’f ) hie” 1140.1728 [ — 1+ )] —
g ( ) 3 3mo cmgo + Iy + hv kT(hI/)3
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FIGURE 1.5 — Opacité du bore (source : [Iglesias C.A., Sonnad V., Wilson B.G.,
Castor J.I., Frequency dependent electron collisional widths for opacity calculations,
High Energy Density Physics 5 (2009), 97-104)].

ot N est le nombre d’atomes par unité de volume et Iy le potentiel d’ionisation de

latome d’hydrogéne (I = 13.6eV). Cette formule est appelée opacité de Kramers.
Mais en général, 'opacité est une fonction dépendant des variables v et T de

maniére extrémement complexe, comme le montre la Figure 1.5. En pratique, on

utilise donc des valeurs tabulées de cette fonction dans les simulations numériques.
On conclut ce rapide tour d’horizon en écrivant I’équation du transfert radia-

tif :
101
fa(t, z,w,v) +w-ViI(t, z,w,v)=0,(T(t,x)(B,(T(t,x)) — I(t,z,w,v))
c

+ Kg / %(1+(w-w/)2)(l(t,x,w’,y)_I(mx’w,y))dw,. (117)

|ow’|=1

Dans cette équation, la température est donnée, ou bien au contraire couplée au
rayonnement par I’équation

10

et =& | /wl_l 0 (T(t,2) (B, (T(t, 2)) — I(t,,,))dwdy

ou E(T) est la densité d’énergie interne du milieu porté a la température T. Par
exemple, dans le cas d’'un gaz parfait de capacité calorifique constante, la densité
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The Greenhouse Effect

Some of the solar
radiation is
reflected by the
atmosphere and
the Earth's surface

Some of the
infrared radiation
passes through
the atmosphere
and out into space

Solar radiation
passes througl
the atmosphere

greenhouse gas molecules.

Earth's surface Radiation is converted to heat energy, causing
the emission of longwave (infrared) radiation

back to the atmosphere

FIGURE 1.6 — Représentation schématique de leffet de serre terrestre (source :
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:The_green_house_effect.svg).

d’énergie E(T) est de la forme
E(T) = CvT s

ol ¢y est la capacité calorifique & volume constant du milieu.

Nous allons conclure cette trop bréve présentation du transfert radiatif en évoquant
deux phénomeénes physiques bien connus ou il joue un roéle essentiel.

1.3.2 L’effet de serre

La Terre regoit de I’énergie du Soleil sous forme de rayonnement lumineux, dans la
gamme des fréquences correspondant a la lumiére visible. La température de surface
du Soleil est d’environ 5800K ; si on le considére en premiére approximation comme
un corps noir a cette température, l'intensité radiative qu’il émet est donnée par
la fonction de Planck B, (Ts) pour Ts = 5800K. La longueur d’onde maximisant
son intensité radiative est de 0.5um environ, et le flux radiatif solaire & la limite de
I'atmosphére terrestre vaut 1360W/m? en moyenne.

Le coefficient d’albedo A (rapport de I’énergie solaire réfléchie & I’énergie solaire
incidente) de la Terre est A ~ 0.3. Environ un tiers de 1’énergie est donc réfléchi
dans ’espace, en particulier par les nuages présents dans ’atmosphére terrestre qui
contribuent beaucoup a son albedo. Les deux tiers restants sont absorbés par la surface
de la Terre et, dans une moindre mesure, par ’atmosphére, qui est essentiellement
transparente au rayonnement dans le domaine visible.
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Comme la température terrestre est dans un état d’équilibre, 1’énergie absorbée
par la Terre est donc forcément rayonnée en retour dans l’espace. A nouveau, on
peut considérer que la Terre est un corps noir pour simplifier le raisonnement, et que
Pintensité radiative qu’elle rayonne est B, (1), ou T, est sa température d’équilibre
radiatif — voir plus loin. Comme la température de la Terre T, est trés inférieure a
celle du Soleil T, I'essentiel de cette énergie est rayonnée en retour sous forme de
rayons infra-rouges.

Or 'atmosphére terrestre est plus opaque aux rayons infra-rouges qu’au rayonne-
ment dans la gamme de fréquences correspondant aux radiations visibles. Une partie
de I’énergie rayonnée par la Terre en direction de I’espace sous forme de rayons infra-
rouges est donc absorbée par 'atmosphére, en particulier par les nuages, et réémise en
partie vers la surface de la Terre. Ce mécanisme, connu sous le nom d’effet de serre,
augmente la dose d’énergie rayonnée vers la surface de la Terre, ce qui en éléve la tem-
pérature. D’autres phénomeénes physiques que le seul bilan radiatif esquissé ci-dessus
interviennent aussi, comme la convection dans ’atmosphére.

On peut confirmer cette analyse par le calcul élémentaire suivant : I’énergie regue
par la surface de la Terre est

(1 - A)nR?Fs,

ou R est le rayon terrestre, et Fg le flux radiatif solaire a la limite de ’atmosphére
terrestre. D’autre part, la loi de Stefan-Boltzmann stipule que I’énergie rayonnée par
la surface de la Terre est

4wR? - aT?,

ol a est la constante de Stefan-Boltzmann et T, la température d’équilibre radiatif
de la Terre considérée comme un corps noir. A I’équilibre et sans effet de serre, on
doit donc avoir

(1 — A)7nR?Fg = 4nR? - aT?,

ce qui donne

4a

Ce calcul donne T} ~ 255K = —18°C, ce qui est beaucoup plus froid que la tempé-
rature moyenne & la surface de la Terre — & peu prés 288K = 15°C. L’effet de serre
explique cette différence de température d’une trentaine de degrés.

L’azote et 'oxygéne présents dans ’atmosphére ne jouent qu'un role minime dans
l'effet de serre ; les deux gaz présents dans I’atmosphére et responsables pour ’essentiel
de ce phénoméne sont la vapeur d’eau et le dioxyde de carbone. La concentration de
ce dernier dans I’atmosphére augmente en particulier avec ’activité humaine.

1.3.3 La couleur du ciel

L’effet de serre, dont nous avons sommairement décrit le principe dans la sec-
tion précédente, résulte des phénoménes d’absorption et d’émission par I’atmosphére
terrestre.
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Radiation Transmitted by the Atmosphere
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FIGURE 1.7 — Transfert radiatif dans l'atmospheére terrestre. En haut : les in-

tensités radiatives émises par le Soleil et par la Terre en fonction de la lon-
gueur d’onde; au milieu : spectre d’absorption totale de ’atmosphére terrestre;
en bas : spectre d’absorption des différents composants de 1’atmosphére (source :
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Atmospheric_Transmission.png).



30 CHAPITRE 1. MODELES
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the sun

blue sky from
scattered light

FIGURE 1.8 — Diffusion Rayleigh (source : https://scijinks.gov/blue-sky).

La couleur bleue du ciel — sans nuages — est une autre manifestation du transfert
radiatif dans I'atmosphére terrestre. Une premiére explication en fut proposée par
Tyndall et Rayleigh dans la seconde moitié du XIXéme siécle.

L’idée de Tyndall était que la lumiére bleue est plus fortement diffusée par les
poussiéres et les gouttelettes d’eau présentes en suspension dans I’atmosphére que les
autres couleurs de la partie visible du spectre.

Cette idée fut étudiée précisément sur le plan théorique par Rayleigh, qui arriva
a la formule
12875 a?v*

3c?

pour le taux de scattering des ondes lumineuses de fréquence v par des sphéres di-
électriques de polarisabilité a.

Le point fondamental pour ce qui va suivre est que x
la quatriéme puissance de la fréquence incidente.

La lumiére visible est constituée d’ondes électromagnétiques de longueurs d’onde
(inversement proportionnelles aux fréquences) comprises entre 0.38um correspondant
au violet et 0, Tum correspondant au rouge.

Le rapport des fréquences de la lumiére bleue & celle de la lumiére rouge est donc
environ 7/4. La formule de Rayleigh montre donc que leffet de scattering est environ
(7/4)* ~ 10 fois plus fort pour la lumiére bleue que pour la lumiére rouge.

En réalité, le raisonnement de Rayleigh ne s’applique pas seulement & des parti-
cules diélectriques, mais également & des atomes ou des molécules, dont les électrons
peuvent étre considérés comme des oscillateurs harmoniques. L’argument ci-dessus ex-
plique donc que la lumiére bleue est plus fortement diffusée que la lumiére rouge par
les molécules d’azote et d’oxygéne de I’atmosphére. Un observateur regardant le ciel
percoit donc davantage de lumiére bleue que de lumiére d’autres couleurs du spectre
visible, comme expliqué par le schéma de la Figure 1.8. Toutefois, cet argument est
incomplet : bien que 'effet de scattering Rayleigh soit plus fort pour la lumiére vio-
lette que pour la lumiére bleue, le ciel n’est pas percu comme violet. Il faut également

H?aylezgh _

Rayleigh

S est proportionnel &
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tenir compte, entre autres choses, du mécanisme de la vision humaine, qui joue ici un
role important.

1.4 Biologie (dynamique des populations)

De nombreux modéles en biologie, et plus précisément en dynamique des popula-
tions, reposent sur des équations de transport. Nous nous inspirons ici du livre [48]
(voir aussi [33], [45]). Les modéles de transport sont utilisés pour représenter 1’évolu-
tion d’une population structurée, c’est-a-dire caractérisée par une variable interne,
appelée trait, comme 1’age, la taille ou toute autre propriété attachée a chaque indi-
vidu. Cette variable interne de structure jouera le role dévolu a la variable d’espace
dans les équations de transport.

1.4.1 Population structurée par age

On considére une population d’individus (des humains, des animaux, des cellules,
etc.) caractérisés par leur age x, évoluant au cours du temps ¢ et de densité n(t,z).
On introduit deux coeflicients : d(x), le taux de mortalité & Page x, et b(x), le taux
de natalité a I’age z. Par un simple bilan de population on obtient 1’équation, dite du
renouvellement,

on on

E(t,a:) + a—x(t,x) +d(x)n(t,x) =0 pourt>0, x>0,
+oo
n(t,0) = / b(y)n(t,y) dy pour t > 0, (1.18)
0
n(0, ) = n°(x) pour x > 0.

Ce modéle est plus simple qu'une équation de Boltzmann linéaire puisqu’il n’y a pas
d’équivalent de la variable de vitesse v.

Une variante plus complexe du modeéle (1.18) est le modéle de Rotenberg pour une
population structurée par dge et maturation. On ajoute une variable supplémentaire
de maturation p € [0, 1] qui caractérise la vitesse de maturation ou de vieillissement.
Autrement dit, = est désormais un age biologique et x/u un dge physique. Le taux de
déces d(x, 1) peut dépendre aussi de la maturation, de méme que le taux de natalité
b(x, u, p'). La différence principale avec (1.18) provient d’un terme source additionnel
qui prend en compte le changement possible de maturité par différents mécanismes
représenté par un noyau K (x, u, 1'). La densité n(¢, x, 1) est alors solution de

1
@+u@+dn (t,z,,u):/ K(z,pu, pn(t,z, 1) dy'  t,2>0, uelo,1],
ot or 0

“+o00 1
n(t,0, ) =/ / b(y, w, 1 )n(t, y, 1) dy dp' t>0, pelo,1],
0 0

n(0, x, ) = n°(z, p) x>0, pelo,1].
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Cette équation ressemble beaucoup a I’équation de Boltzmann linéaire (1.5) dans le
cas de la “plaque infinie”.

1.4.2 Population structurée par taille

On considére désormais une population d’individus (typiquement des cellules) ca-
ractérisés par leur taille z, évoluant au cours du temps t et de densité n(t,z). On
suppose que les individus croissent réguliérement en taille, puis se divisent en deux
“enfants” de taille deux fois plus petite : c’est le phénoméne de la mitose égale. Le
taux de mitose est noté b(x). On suppose qu’aucun individu de taille x = 0 n’est
introduit dans le systéme. On obtient donc 1’équation

on on

a(t, x)+ a’(t,m) +b(x)n(t,x) =4b(2z)n(t,22) pourt >0, z >0,

x
n(t,0) =0 pour t > 0, (1.19)
n(0,2) = n°(x) pour z > 0.

Le coeflicient 4 peut surprendre dans le membre de droite de (1.19) : expliquons son
origine. Chaque individu de taille 22 produit deux enfants de taille x mais le taux
de division b s’interpréte en disant que 'incrément de population n(t, x) dz est égal a
2b(2x) n(t,2z) d(2z), d’ou le coeflicient 4. Autrement dit, le processus de mitose ne
conserve pas le nombre mais la taille totale des individus fragmentés :

+o0 +oo
/ xb(x)n(t,z)de = / 42 b(2z) n(t, 2z) dx. (1.20)
0 0

C’est effectivement ce que I'on constate globalement : en intégrant par rapport a x
léquation (1.19) et en utilisant la condition aux limites en 2z = 0 (on suppose aussi
que la solution n(t, ) tend vers vers 0 assez vite lorsque « tend vers 'infini), on trouve
que le nombre total d’individus augmente

d [*e°

), n(t,z) dx

+o0 oo
/ 4b(2z) n(t, 2x) dox — / b(x) n(t,z) dx
0+oo 0
- / b(x)n(t,x)dx > 0.
0

Par ailleurs, en intégrant par rapport & z I’équation (1.19) multipliée par z et en
utilisant la conservation (1.20), on en déduit que la taille moyenne globale augmente

aussi
d +o0

+o00
— zn(t,z)de = / n(t,z)dx > 0.
Ce résultat n’est pas contradictoire avec la conservation (1.20) puisque l'opérateur
de transport %—? + % dans (1.19) indique qu’en 'absence de mitose, la population

grandit uniformément avec le temps. Remarquons pour finir que ce modéle de mitose
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est de nouveau plus simple qu’une équation de Boltzmann linéaire puisqu’il n’y a pas
d’équivalent de la variable de vitesse v.

Un modéle un peu plus général, et qui va conduire & une équation de Boltzmann
linéaire, est celui de la mitose asymétrique ot un individu de taille y se divise en deux
enfants de taille £ > 0 et y — x > 0 suivant le taux b(x,y). On suppose donc que

b(x,y) > 0et b(x,y) =0siz>y.

On suppose aussi que le modéle est symétrique par rapport aux deux enfants x et
y — x, c’est-a-dire que

On note b*(y) le taux de disparition (par mitose) des individus de taille y qui est
défini par

+oo 1 y
v =y [ Mewde =3 [ dads

et on suppose que le processus de mitose vérifie une hypothése de conservation de la
taille

+oo Y
)= [ abwydo= [ obey)d
0 0
dont on déduit 'équivalent de (1.20)

“+o0 “+o0 “+o0
/0 yb* (y)n(t,y)dy = /0 /0 xb(x,y)n(t,y) de dy. (1.21)

On obtient donc I’équation ci-dessous, de type Boltzmann linéaire,

+oo
S+ ) V@) = [ degntpdy o>
ot ox . (1.22)
n(t,0) =0 t>0, '
n(0,2) = n°(x) x> 0.

On vérifie que les hypothéses faites sur les coefficients b(z,y) et b*(x) sont bien
cohérentes avec la modélisation adoptée. En premier lieu, le nombre d’individus dans
la population augmente du fait de la mitose. En effet, en intégrant par rapport a =
léquation (1.22) et en utilisant la condition aux limites, on obtient

% 0+00 n(t,x)de = /0+00 (/:O b(w,y)n(t,y)dy) daﬁ—/o—irOO b* (z)n(t, z)dx

-/ - < I b(z,wdx) nt)dy— [ b @, 2

+oo
/ b*(z)n(t,x)dx > 0.
0
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Deuxiémement, la taille moyenne de la population augmente car, en intégrant par
rapport a x 'équation (1.22) multipliée par x et en utilisant la conservation (1.21),
on obtient

d [T

+oo
— xn(t,x)de = / n(t,z)dx > 0.

1.5 La théorie cinétique des gaz

Le lecteur aura découvert dans ce chapitre plusieurs exemples de modélisation
faisant intervenir des équations de Boltzmann linéaires.

Toutefois, nous n’avons encore rien dit de la théorie cinétique des gaz, due & Max-
well et Boltzmann et développée & partir de 1860. Le texte fondateur de cette théorie
est larticle de Maxwell 2 qui établit que la fonction de distribution des molécules d’un
gaz parfait monoatomique a 1’équilibre stationnaire est donnée par la formule

_ 2
e mlv|®/2kT ;

p

(2mkT)3/2
ol p est la densité du gaz, T' sa température, m sa masse moléculaire, et k la constante
de Boltzmann, qui vaut environ 1.38-10723J/K, tandis que v € R? est la variable de
vitesse des molécules. Ces fonctions de distribution portent le nom de “maxwelliennes”.

L’équation de Boltzmann apparait quelques années plus tard, écrite d’abord sous
sa forme dite “homogéne en espace” — c’est-a-dire en supposant la fonction de dis-
tribution indépendante de la variable z de position — par Maxwell en 1866, puis
dans le cas général par Boltzmann en 1872. Au contraire de ’équation de Boltzmann
linéaire présentée ci-dessus, I’équation de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz
est non linéaire. En effet, ’analogue des termes d’absorption et de scattering, appelé
“intégrale des collisions de Boltzmann” en théorie cinétique des gaz, est un opérateur
dépendant de maniére quadratique de la fonction de distribution.

L’équation de Boltzmann décrit la dynamique des gaz raréfiés, et intervient dans
une grande variété d’applications (vol spatial, technologies du vide...) Il existe une
littérature abondante sur ce sujet, tant du point de vue théorique [16, 61] que du
point de vue des applications [59].

Toutes les équations de la dynamique des gaz parfaits peuvent se déduire de I’équa-
tion de Boltzmann — sous des hypothéses de régularité variées portant sur les solu-
tions de I’équation de Boltzmann, ou des solutions des équations de la dynamique
des fluides. Les relations entre ’équation de Boltzmann et la dynamique des fluides
(on parle souvent de “limites hydrodynamiques” de la théorie cinétique des gaz) s’ins-
crivent dans le cadre du 6éme probléme de Hilbert ; le lecteur désireux d’approfondir
ces questions pourra consulter [29, 62] pour un apergu rapide, ou le livre [54] pour
une présentation trés détaillée.

2. J. Clerk Maxwell : Illustrations of the dynamical theory of gases, Philos. Magazine, 1860.
Reproduit dans “The scientific papers of James Clerk Maxwell”, W.D. Niven, Cambridge Univ. Press,
1890, & Dover Publications, 1965.
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’approximation par la diffusion de ’équation de Boltzmann linéaire évoquée dans
ce chapitre, et qui sera étudiée en détail au chapitre 4, est une variante extrémement
simplifiée de ce type de résultats.

Toutefois, du point de vue des techniques mathématiques mises en jeu, il existe des
différences considérables entre la théorie de I’équation de Boltzmann linéaire étudiée
dans la suite de ce livre (notamment au chapitre 3), et la théorie de I’équation de
Boltzmann linéarisée autour d’une maxwellienne étudiée dans [16]. Précisons d’ailleurs
que I'équation de Boltzmann linéaire n’est pas obtenue par linéarisation & partir de
I’équation de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz.

Par exemple, la théorie de ’équation de Boltzmann linéaire qui sera développée
dans le chapitre 3, et la démonstration de ’approximation par la diffusion donnée au
chapitre 4 sont toutes les deux fondées sur une variante du principe du maximum. Or
ni I’équation de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz, ni sa linéarisation autour
d’une maxwellienne ne satisfont au principe du maximum.

C’est pourquoi nous n’insisterons pas davantage sur les problémes mathématiques
liés a I’équation de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz, dont la difficulté dépasse
largement le cadre du présent ouvrage, et ol de nombreuses questions demeurent
ouvertes a ce jour.

1.6 Exercices

Exercice 1.1 (Modéles structurés en age) Soit une population définie par sa
fonction de densité (t,a) — d(t,a) (t est le temps, a est l’dge).

1. On néglige les phénomeénes de naissance et de mortalité. Montrer que la fonc-
tion d vérifie I’équation de transport

od od
a(t7 a) + %(t,a) =0, pour tout a,t > 0.
Résoudre cette équation par la méthode des caractéristiques (voir le chapitre 2)
dans le domaine (t,a) € D = [0, +00[x[0, +o0[ en calculant d en fonction de
d|t:0 et de d|a:0.
2. Le coefficient de mortalité est donné par la fonction a — u(a) > 0. Montrer

que d vérifie l’équation de transport-absorption

od ad
E(t,a) + %(t, a) = —u(a)d(t,a), pour tout (a,t) € D.

Résoudre cette équation comme dans le cas p1 = 0.

3. La natalité est caractérisée par la fonction bornée a — o(a) € [0,0max] avec
Omax > 0. Justifier la condition au bord a = 0

(o)
d(t,0) = / o(a)d(t,a)da,  pour toutt > 0.
0
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4. Pour une population donnée initiale d(0,a) = do(a), écrire le probléme com-
plet que l'on doit étudier pour prédire I’évolution de la population. Montrer
graphiquement a l’aide des caractéristiques dans D que le probléme est bien
POSE.

5. On veut pouvoir prédire la stabilité de la population. Pour cela, dans cette
question et les suivantes, on étudie les solutions du type

d(t,a) = e M f(a).

Ecrire les équations vérifiées par f.

6. (plus difficile) Montrer que le probleme se réduit a I’étude de I’équation
10 = ([ a@e T motaa) o)
0

7. (plus difficile) Montrer que si la natalité est trop faible, ce que l’on caractérise
par

/ o(a)da <1,
0

alors d(t,a) — 0 pour t — oo. Montrer que c’est le cas si la natalité est non
nulle uniquement pour une tranche d’dge étroite a_ < a < ay =a_ +e.

Indications : Les questions 1, 2 et 3 se traitent en reprenant et appliquant les
résultats de la section 1.4.1, la variable d’age étant notée a = x. La question 4 se
traite en reprenant la Figure 2.2. Les questions suivantes correspondent a la théorie
du calcul critique du chapitre 6. Il est conseillé de comparer plus particuliérement ces
énoncés avec les résultats de la section 6.4.

Exercice 1.2 (Effet de modes) Soit une population d(t,a) trés sensible auz effets
de mode (t est le temps, a est I’dge). Une partie d* porte des habits verts et 'autre
d" =d—d’ des habits rouges. On suppose que Uenvie de se distinguer (le dandysme)
fait que les porteurs d’habits rouges changent pour des habits verts dans le cas ou il y
a trop de porteurs d’habits rouges (et inversement).

1. Justifier le systéme

od adv 5 ’
5 (t,a) + 5 (t,a) = o(a)(d"(t,a) —d’(t,a)), a€R,t>0,
odr odr , :
W(tva)—’— da (tva)_g(a)(d (tva)_d (taa))v CLER, t>0,

ot le coefficient d’échange a — o(a) > 0 peut varier en fonction de l'dge.

2. Calculer la solution en fonction de d¥ et dT‘t:O'

li=o
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Indication : c’est un exercice trés simple qu’il faut parfaitement maitriser. On
pourra comparer cet exemple a deux groupes avec les considérations développées a
la section 1.2.2. On notera que le signe de chacun des termes de couplage correspond
bien au dandysme.

Exercice 1.3 (Marcheurs dans une rue) (difficile) Soit une rue | — oo, +00[ dans
laquelle marche une population. On distingue les marcheurs a droite, de densité
d*(t,x), et les marcheurs a gauche, de densité d=(t,z) (t est le temps, x est la posi-
tion). Tous marchent & la méme vitesse, que 'on prend égale a 1 en valeur absolue.
On suppose que ’envie de discuter avec un groupe le plus fourni possible améne les
marcheurs & changer de direction avec un taux o > 0 uniforme.

1. En déduire le modele

od+ od* _
W(t’:ﬂ) + %(t,x) =o(d™ (t,z) —d"(t,x)),

od~ od~ -
- (o) — 5 (tw) = o(d(t2) —d”(t,2)),

Ecrire le systéme pour les variables w = dT +d~ et z = dT —d~ (systéeme du
télégraphe).

2. Pour i > 0 fizé, on pose 0 = 4= avec € > 0 petit. Pour étudier ce qui se passe

aux temps petits (d’ordre €), on procéde au changement de variable t — t/e.
Montrer que l’on obtient le systéme

aﬂ(t )_’_%
o\ T B

0z ow o
5a(t,:17) + %(t,x) &= —Ez(t,x).

(t7 {E) =0,
(1.23)

3. Montrer la stabilité dans L?>(R) de la solution du systéme (1.23), c’est-a-dire

que
d

— / (w(t,z)? + 2(t,2)*) dz ) <0.
dt \ Jmr
On supposera que la solution tend vers 0 assez vite lorsque x tend vers l'infini.

4. On cherche a simplifier ce systéeme. On pose

w = woy+ewy + -,

z=2zptez1+ .
Montrer que wq satisfait I’équation de diffusion

8100 1 82’(1)0

ot pu 0x?

= 0. (1.24)
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5. Comparer avec ce qui se passe pour une population de neutrons.

6. (plus difficile) On cherche a justifier que la solution w est proche de wg. Pour
cela on pose

~ ~ 9 67110
w=wg et 2 =———F—.
W Ox
Montrer que
ow 0z
ga(tax) + %(tvx) — Y%
0z ow W
sa(t,x) + %(t,x) = (t,x) + R(t, z),
avec oz 2 52
_ 9% __£ oW
R=eqbo) =50

7. On suppose que wy et toutes ses dérivées sont bornées. Déduire de la stabilité
établie & la question 3 que la différence (w — wy) est petite en norme L>.

Indications : le signe des termes de couplage est opposé a celui de ceux de l'exer-
cice précédent, car il s’agit & présent d’une phénoméne d’attraction et non plus de
répulsion. Les questions 4, 5 et 6 sont un exemple d’approximation d’une équation de
type transport par une équation de diffusion. La théorie générale est présentée rapi-
dement & la section 1.2.3, puis développée au chapitre 4. On consultera en particulier
le théoréme 4.3.1.



Chapitre 2

L’équation de transport

L’opérateur de transport est I’objet mathématique commun & tous les modéles
cinétiques présentés au début de ce cours — comme 1’équation de Boltzmann linéaire
de la neutronique, ou les équations du transfert radiatif. C’est également le prototype
des équations aux dérivées partielles (EDP) linéaires du premier ordre.

Ce chapitre est consacré a une étude systématique du probléme de Cauchy et du
probléme aux limites pour I’équation de transport libre.

Etant donné v € R, cette équation s’écrit

of N
E(t,x) +v-V.f(t,x) +alt,x)f(t,z) = S(t,x), z€R™, t>0,
ou f = f(t,x) est la fonction inconnue, tandis que a = a(t, ) est une fonction donnée
(il s’agit d’un taux d’amplification instantanée ou bien d’amortissement, selon son
signe) ainsi que S = S(t,x) (qui est un terme source).

Remarquons que I’équation ci-dessus ne contient aucun terme qui modélise un
processus d’échange entre les vitesses des particules, comme le terme intégral

/ k(t, z,0,w)f(t, z, w)dp(w)
RN

dans 1’équation de Boltzmann linéaire, de sorte que, sans perte de généralité, I'on
peut raisonner a v € R fixé. C’est pourquoi, tout au long de ce chapitre, la vitesse v
joue le role d’un simple paramétre dans 1’équation de transport ci-dessus, et ne figure
donc pas comme variable dans la fonction inconnue f.

2.1 Le probléme de Cauchy

Le probléme de Cauchy pour I’équation de transport ci-dessus consiste a se donner
une valeur initiale f** = f*"(x) de la densité f, et a chercher une solution f vérifiant

39
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a la fois I’équation de transport et la condition initiale, c’est-a-dire

G (t,x) +v-Vaf(t,x) +alt,z)f(t,x) = S(t,x), xRN, t>0,
f(0,2) = f(2).

2.1.1 La méthode des caractéristiques

Il existe, pour résoudre les EDP d’ordre un, une méthode systématique, la méthode
des caractéristiques, que nous allons présenter d’abord dans le cas ot a = .5 = 0.

Autrement dit, on cherche f = f(¢, ), solution du probléme de Cauchy pour
I’équation de transport libre

9t x)+v-Vuf(t,r)=0, zeRN,t>0,
f(0,2) = fin(x).

Soit y € R ; posons, pour tout t € R, () = y + tv; alors 7 est une application
de classe C! de R dans R vérifiant

dy
dt() v.

Définition 2.1.1 L’ensemble {(t,y(t))|t € R} est une droite de R x RN, appelée
“courbe caractéristique issue de y a t = 0 pour l'opérateur de tmnsport s+ vV

Soit f € CY(Ry x RY) solution de I’équation de transport. Donc I’application
t — f(t,y(t)) est de classe C! sur R, (comme composée des applications f et t —
(t,~(t)), toutes deux de classe C1), et on a

700 = itrwn + 3 2000 Dt

= L ta)+ Y vegt(:9(0)

(Zf+v V£ ) ta(0) =o0.

Ainsi, toute solution de classe C' de 1’équation de transport reste constante le long
de chaque courbe caractéristique.

Théoréme 2.1.2 Soit f" € C*(RY). Le probleme de Cauchy d’inconnue f

Ft2)+v-Vof(t,z)=0, zeRN,t>0,

f(O,CL‘) = fm(m) )
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FIGURE 2.1 — Le graphe de la donnée initiale ™ est translaté de tyv pour fournir le
graphe de la fonction z — f(to, x).

admet une unique solution f € C*(Ry x RY), donnée par la formule
flt,z) = fi"(x —tv)  pour tout (t,x) € Ry x RV,

Cette formule explicite pour la solution de I’équation de transport en justifie le
nom : le graphe de la donnée initiale f'" est en effet transporté par la translation de
vecteur tv.

Démonstration. Si f est une solution de classe O! de I’équation de transport, elle
est constante le long des courbes caractéristiques, donc

ft,y +tv) = £(0,y) = f™(y), pourtout t >0, y € RV,
En posant y 4+ tv = x, on trouve donc que
f(t,z) = f™(x —tv), pour tout t >0, z € RV,

Réciproquement, pour f* € CY(RY), l'application (¢,z) — f(z — tv) est de
classe C! sur R x R (comme composée des applications fi" et (t,z) — x — tv qui
sont toutes deux de classe C1.) D’autre part on a

Vo (f" (@ = tv)) = (V) (z — tv),

tandis que

) ) N b n
&Ocm(x —tv)) = _;viaﬂi (z —tv)

= v (V™) — tv) = —v - Vo (S (@ — tv)),
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ce qui montre que la fonction f : (t,z) — f"(x — tv) est bien une solution de
I’équation de transport. m

2.1.2 Probléme de Cauchy avec terme source et amortissement

Appliquons maintenant la méthode des caractéristiques & la résolution de ’équa-
tion de transport avec coefficient d’amortissement ou d’amplification et second
membre :

9 (t,2) +v- Vo f(t,z) +a(t, ) f(t,2) = S(t,z), zeRN,t>0,

£0,2) = f(x).

On supposera que a et S appartiennent a C'(Ry x RY).
On considére & nouveau, pour tout y € R, la courbe caractéristique issue de y a
t = 0 pour l'opérateur de transport z; + v -V, c’est-a-dire

{t,v@#) |t >0}, oun(t)=y+tv.

Si f € CY(R, x RY) est solution de 1’équation de transport ci-dessus, la fonction
t = f(t,7(t)) est de classe C! sur Ry et vérifie

GH0) = (5 +0-9.6) t2(0)
= S(9(0) ~ alb AN @A), 1> 0.

On a ainsi ramené I’équation de transport, qui est une EDP, & une équation diffé-
rentielle ordinaire de la forme

{ u'(t) + () () =%(t), t>0,
u(0) = u!

On sait que la solution de cette équation se calcule par la méthode “de variation de
la constante” :

t t
u(t) = ume AW +/ e~ A=A (g)ds,  on A(t) = / a(r)dr.
0

0

Appliquons cela & la solution f de I’équation de transport le long de la courbe
caractéristique issue de y & t = 0 : on trouve que

fltsy +tv) = f(y)e o olrwiroyin

t
+/ e~ It a(T’y+TU)dTS(S,y+ sv)ds, y€ ];{N7 t>0.
0
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Théoréme 2.1.3 Soient f* € CHRY), ainsi que a et S € CY (R, x RN). Le
probléeme de Cauchy d’inconnue f

%(t,x)+U-wa(t,x)+a(t,x)f(t,x) =S(t,z), zeRN,t>0,

admet une unique solution f € CY(Ry x RYN), donnée par la formule
f(t,z) = fir(z — tv)e Jo drat(r—tiv)dr

t
2 / e L alrat(r=0dr g (s o L (5 — Pv)ds,
0

ou encore, de fagon équivalente

f(ta .’E) = fln (l’ — t’l))ei fot a(t—7,x—Tv)dT

o (2.1)
+ / e~ Jo alt=ra=To)dT G4 _ s 4 — sv)ds.
0

Les deux formules du théoréme ci-dessus sont un cas particulier d’une formule plus
générale de la théorie des équations d’évolution, appelée formule de Duhamel — et
qui fut d’ailleurs proposée initialement par Duhamel sur I’exemple de I’équation de la
chaleur avec terme source. Sans entrer d’avantage dans les détails, disons que la for-
mule de Duhamel constitue, pour la théorie des EDP linéaires d’évolution, I’analogue
de la méthode de variation de la constante pour les équations différentielles ordinaires.
C’est d’ailleurs en se ramenant a la méthode de variation de la constante le long des
courbes caractéristiques de 'opérateur de transport % +v-V, que 'on est arrivé aux
deux formules du théoréme.

Démonstration. En raisonnant par condition nécessaire, on a vu que, si f est une so-
lution de classe C! sur Ry x R" du probléme de Cauchy pour I’équation de transport,
alors, pour tout y € RV, 'on a

t
Fltoy + tv) = fn(y)e™ s atrvtmoin g / e I} TG (g y 4 su)ds.
0

La premiére formule du théoréme s’obtient en faisant y = x — tv dans 1'égalité ci-
dessus.

La seconde formule du théoréme s’obtient en faisant le changement de variables
7 +— t — 7 dans l'intégrale

/Ot a(t,z + (1 —t)v)dr,

ainsi que le changement de variables s — t — s dans l'intégrale

t
/ e I alrat(r—00)dn § (o o 4 (5 — t)u)ds.
0



44 CHAPITRE 2. EQUATION DE TRANSPORT

Ceci démontre 1'unicité dans C'(R; x R") de la solution de I’équation de trans-
port, et que cette solution, si elle existe, est donnée par les deux formules équivalentes
du théoréme.

Enfin, comme a et S sont de classe C* sur R, x R¥, on démontre en dérivant
sous le signe somme que la fonction f définie par I'une ou l'autre des formules du
théoréme est de classe O sur Ry x RY.

Il ne reste plus qu’a vérifier que le membre de droite de la premiére formule (par
exemple) définit bien une solution de I’équation de transport. Revenant a la variable
y = x — tv dans la premiére formule du théoréme, on obtient

t
flt,y +tv) = f™(y)e” Jo atrytrvydr 4 / e e “(T’erT”)dTS(S, y+ sv)ds.
0

On reconnait dans le membre de droite de cette égalité la solution de I’équation
différentielle ordinaire

4fty+t)+alt,y+to)f(t,y+tv)=Sty+tv), t>0,

£0,9) = f"(y).

Or, sachant que f € C'(R, x RY), dire que la fonction ¢ + f(t,y + tv) est solution
de 'équation différentielle ordinaire ci-dessus équivaut a dire que f(t,x) est solution
de ’équation de transport, puisque

d 0
7 (t,y+tv) = <8{+’U'fo> (t,y+tv).

Autrement dit, le membre de droite de la premiére formule du théoréme définit bien
une solution de classe C* sur Ry x R¥ du probléme de Cauchy pour I’équation de
transport. m

2.2 Le probléme aux limites

Dans la plupart des situations concrétes mettant en jeu des modéles cinétiques,
on doit considérer des populations de particules qui ne sont pas libres de se déplacer
dans tout l’espace, mais sont au contraire confinées dans une enceinte — comme les
neutrons dans un réacteur nucléaire.

Il se peut également — par exemple pour des raisons liées au choix de certaines
méthodes de résolution numérique — que I’on ait a considérer un sous-domaine de la
région ot se trouve la population de particules que ’on veut étudier.

Dans tous les cas, on est donc amené a résoudre une équation de transport dans
un domaine de RY. Si 'on se souvient de la signification concréte de 1’équation de
Boltzmann linéaire, présentée au chapitre 1, qui consiste en un bilan du nombre de
particules présentes a chaque instant dans tout volume infinitésimal de ’espace des
phases, on congoit aisément que la résolution d’une équation de transport dans un
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domaine de RN ne peut se faire sans information sur la densité de particules au bord
de ce domaine.

Il est donc naturel d’étudier de maniére systématique le probléme aux limites pour
I’équation de transport. Il faut en particulier

epréciser la nature des données au bord du domaine permettant de résoudre le
probléme aux limites de maniére unique, et

eétudier la régularité de la solution ainsi obtenue.

2.2.1 Le probléme aux limites monodimensionnel

Comme la méthode des caractéristiques réduit I’étude de I’équation de transport a
celle d’une équation différentielle ordinaire le long des caractéristiques de 'opérateur
de transport, il est naturel de commencer par traiter le cas de la dimension 1 d’espace.
D’ailleurs, comme on va le voir, ce cas particulier contient I'essentiel des difficultés &
résoudre.

Soient donc xy, < xr € R. Dans tout ce paragraphe, on considérera des équations
de transport posées sur le domaine spatial |z, zg|[.

Théoréme 2.2.1 Supposons que v > 0. Soient donc fo € CY([xr,zR]), une densité
initiale, et une donnée au bord fr, € C1(Ry). Le probléme aux limites

(%Jrv%)f(t,a:)zo, rp <z <xp,t>0,
ftzr) = fo(t),
f(ovx) = fo(x)7

admet une unique solution de classe C* sur Ry x [xr,xp], donnée par

folz —tv) six—tv>xp,

ft,z) =
Jo(t—*=*%)  siz—tv<zp,

st et seulement si

f(0) = folwr) et fL(0) +vfo(zr) =0.

Cet énoncé appelle plusieurs commentaires importants pour la compréhension de
la suite du cours, commentaires que nous donnons ici avant de procéder a la démons-
tration du théoréme ci-dessus.

Tout d’abord, si v < 0, c’est le probléme

(& +02) f(t,e)=0, ap<z<zg,t>0,
ft,zr) = fr(t),
f(07.’17):f0($),
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- 5 X
L thvl X R

X
FIGURE 2.2 — Illustration graphique du Théoréme 2.2.1, cas d’une vitesse v > 0. Au
dessus de la droite d’équation x = xp, + tw, la solution est donnée par la formule
f(t,z) = fr(t — 72); en dessous de cette méme droite, la solution est donnée par
la formule f(t,z) = fo(x — tv). Les deux conditions de compatibilité traduisent la
continuité de f et de ses dérivées partielles d’ordre 1 aux points de la droite d’équation
x = xp, + tv appartenant au domaine R x [z, zR].
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qui admet une unique solution de classe C* sur Ry X [z, 7g] si et seulement si
fo € CY([zL,xR]) et fr € CY(Ry) vérifient les conditions de compatibilité

fo(zr) = fr(0) et fr(0)+vfy(zr)=0.
Supposons au contraire que v > 0, et considérons le méme probléme aux limites
(%—i—v%)f(t,x)zo, rp <r<xzp, t>0,
f(t,zr) = fr(t),
f(0,2) = fo(x).

Si f € CY (R4 % [z, 7R]) est solution de 1’équation de transport, on déduit de la
méthode des caractéristiques que, pour tout ¢ > 0 et = € [z, xr], la fonction

s f(t+ s,z + sv)

TR—X
v ’

est constante pour s € R tel que (t+s,z+sv) € Ry x [z, zg]. Choisissons s =
on trouve alors que

f(t,w):f<t+“_x,m> . (t+$3_x> .
v v

Cette formule montre que la condition initiale fj ne joue ici aucun role pour déterminer
de maniére unique la solution f du probléme aux limites; la condition au bord fr y
suffit a elle seule.

En faisant ¢t = 0 et * = zp — Tv dans l'égalité ci-dessus, on voit d’ailleurs que
ce probléme aux limites n’admet de solution de classe C* que si fy et fgr vérifient la
relation de compatibilité

fr(T) = folzg — Tv) pour 0 < 7 < i

Autrement dit, la condition au bord fr détermine complétement et de fagon unique
la donnée initiale fj si 'on veut que ce probléme aux limites ait une solution de classe
Cct.

La différence entre le probléme ci-dessus et celui de I’énoncé du théoréme est que,
lorsque v > 0, la donnée au bord fr représente la densité de particules entrant
dans le domaine, tandis que la donnée au bord fr représente la densité de particules
sortant du domaine.

On peut résumer cette étude comme suit : pour 1’équation de transport, le pro-
bléme aux limites est bien posé dans le futur, c¢’est-a-dire pour ¢ > 0, si ’on se donne
ela condition initiale, et
ela densité de particules entrantes sur le bord du domaine.
Démonstration du Théoréme 2.2.1. Procédons d’abord par condition nécessaire.
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t t
X=X El-tv
T
fR donnée
5
¥
X A X
XL 0 R
f 0 donnée

FIGURE 2.3 — Cas ou v > 0. Comme la solution f de I’équation de transport libre
est constante le long des caractéristiques, on a fo(xg) = fr(7). La donnée au bord
sortant fg restreinte a I'intervalle [0, #E*L] détermine donc complétement la donnée
initiale.
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Si f est une solution du probléme aux limites de classe C! sur Ry x [z, 2], alors
f est constante sur l'intersection de chaque droite caractéristique avec Ry X [z, zRg].
Autrement dit, pour tout y € R, on a

d _[(of af B
%f(t,ertv)f <8t +U8:c> (t,y+tv) =0, xp<yt+tv<azr,t>0,

de sorte que
flt,y+tv) =Const., zp<y+tv<zp, t>0.

En particulier
ft,y+to)=foly), zr+tv<y+tv<zg, t>0,
ce qui, grace au changement de variables y + tv = x, s’écrit encore
ft,z)=folx—tv), zp+tv<az<zr,t>0.

Cette condition définit f sur le triangle

{(tvx) €ERy x [z, 2g]|0<t < x—vacL} :

D’autre part, pour tout 7 > 0,

d 0
gf(r—&—s,xL—i—sv): (+Ux) (T+s,xp+sv)=0, xp+sv<zg, s>0,

de sorte que
fr+s,op+sv) = fr(r), $>0, 2 +sv<zp.
Grace au changement de variables 7 + s = ¢, x, + sv = x, ceci s’écrit encore

r— Iy

f(ta) = fu (t -

)» rp<zx<zxp, —— <t.
v

Donc, si f € CY(R4 x [xr,2R]) est une solution du probléme aux limites, f est

forcément donnée par la formule du théoréme. D’autre part, en posant ¢t = 0 et
xr = xy, on trouve que

f(0,21) = fr(0) = fo(wr),

ce qui est la premiére condition de compatibilité entre donnée initiale et donnée au
bord.

La condition f € C*(Ry x [z, zRr]) signifie qu’il existe une fonction f de classe
C' sur un voisinage ouvert de Ry x [z, zg] telle que

f‘R+X[IL,CER] = f



50 CHAPITRE 2. EQUATION DE TRANSPORT

Par hypothése ) R
_of of _of Of

0= T8 ~ 3 Tiaz o™ R xJer, zpl.

Comme f est de classe C'! sur un voisinage ouvert de Ry x [z, xR],

of of
a—{(t,x) — f1(0) et Fi(t,x) — fo(zr) lorsque t — 01 et z — .

En passant & la limite dans 1’égalité ci-dessus, on trouve que

fL.(0) +ofo(zr) =0,

ce qui est la seconde condition de compatibilité.

Réciproquement, montrons que si fy et fr vérifient les deux conditions de com-
patibilité, la fonction f définie par la formule du théoréme est bien solution de classe
C' du probléme aux limites.

La formule du théoréme montre que la fonction f est de classe C'' sur chacun des
domaines

Tz{(t,x)eR+x[a:L,a:R]0§t<x_xL}

v

et

T = {(t,m) €R, x [rr,28]|t > xv“} .

La premiére condition de compatibilité implique que la fonction f est continue en

tout point du segment
T—x
SZ{( L,.T)‘J?LS.’I}S.%R},
v

de sorte que f est continue sur R x [z, xr]. Pour montrer que f est de classe C' sur
Ry X [z, zR], il suffit de montrer que les dérivées de f|T, et f’T+ dans la direction

orthogonale au segment S se recollent sur S, puisque f| 7Lt f } 7+ sont constantes
dans la direction de S. Un vecteur orthogonal & S est (—v, 1) ; d’autre part

Viaf| - (tz) = (—vfy(@ = t), folz —tv)), (t,x)e T,
vt,a:f|T+ (t’x) = (fi(t Y zime)v _%fi(t - %))7 (tvz) € T+ .

Donc
(—0,1) - Viu fl_(t2) = folz — )1 +0%),  (ta)eT,
(_U7 1) : vt,w.f‘TJr (t7$) = _fi(t - m_fL )(U + %) ) (t,l‘) € T+ )

se recollent sur S si et seulement si

r—xp =tv= filx—to)(1+0?) = —f1(t - M)l-‘rvz .

v v
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X=X +tVv

FIGURE 2.4 — Cas ot v > 0. Les domaines 7+ et 7.

Or ceci découle précisément de la condition

f1.0) +vfo(zr) =0.

Par conséquent, si les deux conditions de compatibilité portant sur fy et fr sont
satisfaites, la fonction f définie par la formule du théoréme est bien de classe C*' sur
R+ X [£L'L, £L'R].

D’autre part, cette formule montre que f est constante le long des caractéristiques
de T'opérateur de transport dans 7~ U 7. Cette fonction f vérifie donc 1’équation
de transport libre dans (R x]zr,zg[) \ S, et donc dans R x|z, xg[ puisque f est
de classe C! sur Ry X [z, 7R].

Enfin, f vérifie évidement les conditions aux limites au bord de Ry x [z, xg] pour
t=0etpourz=25. &

2.2.2 Le probléme aux limites en dimension quelconque

Soient  ouvert a bord! de classe C* de RY et v € RV \ {0}. On notera dans
tout ce qui suit n, le vecteur unitaire normal au bord 92 au point = € 92 dirigé vers

1. On dit que Q est un ouvert & bord de classe C! de R¥ si tout point de £ admet un voisinage
ouvert (pour la topologie induite) qui soit C'!-difféomorphe & un ouvert (toujours pour la topologie
induite) d’un demi-espace fermé de RN — autrement dit de {x € R" t.q. z1 > 0}. De fagon
équivalente,  est un ouvert & bord de classe C' de RY si (a) Q est un ouvert de RY, (b) la
frontiére Q de Q est une sous-variété de classe C' de RV de dimension N — 1 (autrement dit une
courbe si N = 2 ou une surface si N = 3), et (c) l'ouvert Q est situé localement d’un seul coté de
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Iextérieur de €2, ainsi que

0N ={zxe€d|v -n, <0} (“bord entrant”),
00 ={zcoN|v-n, =0} (“bord caractéristique”),
00T ={x€co|v-n, >0} (“bord sortant”).

Exemple : Lorsque N =1,
Q=lzp,zr[ = 00 ={zL,zr} avec n,, = —1et ny, =+1,

de sorte que
v>0 = 90 = {{EL} .

Les termes de “bord entrant” et “bord sortant” sont expliqués par le lemme ci-
dessous.

Lemme 2.2.2 Soient Q) ouvert a bord de classe C* de RN et soit v € RN\ {0}. Pour
tout x € 0N~ (resp. x € O0T), il existe € > 0 tel que

O<t<e=axz+tveQ (resp. x+tv ¢ Q),

tandis que -
—e<t<0=ax+tve¢Q (resp. z+tv € Q).

Démonstration. Comme x € 99, il existe > 0 et ¢ € C1(B(z,n)) telle que
yeBx,nNQso(y) >0, yeBlx,nNie dly) =0.
Pour ¢ € R tel que [t| < n/|v|, on a
¢(x +tv) = ¢(x) + tV(z) - v+ o(t) = =t|[V(x)[v - na + o(t) ,

puisque
Vo (x)

Ng = — =7

Vo(a)|

0. Voici comment 'on traduit mathématiquement la condition (c) : pour tout zo € 99, il existe
€ > 0 et une fonction ¢ € C1(B(0,¢)) telle que Vé(z) # 0 pour tout = € B(0,¢€), et

z € QN B(zo,€) & ¢(x) >0, =€ IQNB(zg,€) < ¢(z) =0.

(Quitte & diminuer € > 0 si besoin, il suffit de supposer que Vp(xg) # 0, puisque V¢ est continu sur
B(zo,€).) Pour tout z € 9Q N B(zo, €), les vecteurs £V ¢p(x) sont orthogonaux a (I'espace tangent
a) 0N au point z. Comme ¢ est identiquement nulle sur 9Q N B(xzg, €) et strictement positive sur
QN B(zo,€), et que V¢ est dirigé dans le sens des valeurs croissantes de ¢, il s’ensuit que V(z) est
dirigé vers Q pour tout x € 9Q N B(zg, €). Par conséquent, le vecteur unitaire normal a 9 au point
x dirigé vers l'extérieur de 2 est

Vé(z)

CVe()]

Ng =
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-
2

FIGURE 2.5 — Les parties entrante I'” = 92, sortante I'T = 9QT et caractéristique
% = 9Q° du bord de 9.



54 CHAPITRE 2. EQUATION DE TRANSPORT

FIGURE 2.6 — Le temps de sortie est discontinu sur la trajectoire issue de la partie
caractéristique du bord.

Dong, si v-n, < 0, la quantité ¢(x+tv) est du signe de t pour |¢| assez petit. Autrement
dit, il existe € €]0,n/|v|[ tel que

O<t<e=dx+tv) >0 x+tve

tandis que
—e<t<0=¢x+tr) <0 z+tvé¢Q.

Le cas ot z € 007 se traite de méme. m

On aura besoin de la notion de temps de sortie (rétrograde) de I'ouvert €2 partant
de z € Q a la vitesse v, noté 7,. Il est défini comme suit 2

T, =inf{t > 0|z —tv ¢ Q}.
Exemple : Lorsque N =1, v > 0 et Q =]ap, g, on a

Xr — Xy,

Ty =
v

2. Il faut se souvenir de la convention habituelle inf & = +oo.
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L’étude du probléme aux limites pour ’équation de transport en dimension d’es-
pace N > 1 est absolument identique au cas monodimensionnel étudié au paragraphe
précédent. Les seules complications supplémentaires proviennent de la géométrie du
domaine §2, et sont donc toutes contenues dans la fonction temps de sortie x — 7.

Lemme 2.2.3 Soit Q ouvert a bord de classe C' de RN et v € RN \ {0}. Pour tout
x€Q, 'on aT, >0. 85 Q est borné, la fonction x +— 7, est bornée sur §2.

Démonstration. Comme €2 est ouvert et x € €2, il existe donc € > 0 tel que B(z,€) C
Q. En notant TyB(m’E) le temps de sortie de B(z,€) en partant de y avec la vitesse v,
on a donc

Ty > Tf(x’e) =¢€/|lv] >0

puisque la demi-droite issue de x dans la direction —v sort de B(x, €) avant de sortir
de Q.
Si Q est borné, il existe R > 0 tel que @ C B(0, R). Le méme argument que
ci-dessus montre que
T < Tf(O’R) < 2R/|v|

puisque la demi-droite issue de x dans la direction —v sort de €2 avant de sortir de
B(0, R). Enfin, le temps de sortie d’une boule partant d’un point quelconque de cette
boule est évidemment majoré par le diamétre de la boule divisé par la norme du
vecteur vitesse. m

Lorsque 2 n’est pas borné, il se peut évidemment que la fonction x — 7, prenne
la valeur +oo.

Exemple : Choisissons n € RY tel que |n| = 1, et v € R tel que v-n > 0. Soit
le demi-espace Q := {z € RV |z -n < 0}. Pour tout x € Q, I'on a

(z—tv) - n=z-n—tv-n<zx-n<0 pourtoutt>0

de sorte que -
{t>0jlz—tv ¢ Q} =T =71, = +0.

L’observation suivante, quoique trés simple, est absolument fondamentale : lorsque
Q n’est pas convexe, méme si () est un ouvert & bord de classe C!, 'application

Q> x— 1, € RLU{+o00}

n’est pas forcément continue.

Plus précisément, lorsque ) n’est pas convexe, il se peut que les trajectoires de
particules issues du bord caractéristique 92° passent dans €2; dans ce cas, le temps
de sortie peut présenter des discontinuités sur de telles trajectoires (voir les Figures
2.6 et 2.7).

Aprés cette premiére remarque, étudions plus en détail la fonction x — 7,, dans le
cas ol ) est convexe.
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FIGURE 2.7 — Exemple de situation ou le temps de sortie n’est pas discontinu sur les
trajectoires issues de la partie caractéristique du bord.

Lemme 2.2.4 Soient Q ouvert & bord de classe C' conveze de RN ainsi qu’une
vitesse v € RN \ {0}. Alors
(a) on a

QT +RL0)NQ= (0" +R0)NQ =0,

de sorte que
(092" +Riv)NQ = (02 +RLv)NQ;

(b) pour tout x € Q,
T, <00 x e (00 +Riv)NQ.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point z* € 90" et un instant ¢t > 0
tels que x = x* + tv € Q. D’aprés le Lemme 2.2.2, pour s > 0 assez petit, on a
x* —sv € Q. Comme () est convexe, le segment [2* — sv, x* + tv] est tout entier inclus
dans €. En particulier, on a z* € €, or ceci est impossible car z* € 9. On vient
donc de démontrer que
0"+ R NQ=0.

Montrons que (9Q°+R%v)NQ = @. L'ouvert  étant convexe, il est tout entier situé
du coté de I'espace tangent & 02 au point z* opposé au vecteur unitaire n,« :

Qc{zeRY|(x—2a%) -n, <0}.

Par conséquent, pour tout z* € 9Q° et tout ¢t € R, le point = x* + tv n’appartient
pas a €2 puisque
(x—2") ng =1tv-ng» =0.



2.2. PROBLEME AUX LIMITES 57

Ceci établit 1’énoncé (a).

Soit x € Q tel que 7, < oo. Le point z* = x — 7,v appartient donc & 052, de
sorte que x = x* + 7,v € (02 + Riv) N Q d’aprés le Lemme 2.2.3. D’aprés le (a),
r e (02 +Riv)NQ.

Réciproquement, supposons que z € (0Q~ + R%v) N Q. En particulier, il existe
x* € 00 et s > 0 tels que x = z* + sv. Comme Q est convexe, {2 est également
convexe, de sorte que le segment [2*, 2] est contenu dans Q. D’autre part, 2* —tv ¢ Q
pour tout ¢ > 0. En effet, s’il existait t* > 0 tel que z* —t*v € Q, on aurait 2* —tv € Q
pour tout ¢ > 0 assez petit car € est convexe. Or cela est impossible d’aprés le Lemme
2.2.3.

Par conséquent

{t > 0]z —tveQ}=|0,s]

de sorte que 7, = s < 00, ce qui démontre 1'énoncé (b). m

Aprés les différentes remarques ci-dessus portant sur le temps de sortie, nous
en arrivons au point crucial pour la résolution du probléme aux limites, & savoir la
régularité de la fonction x +— 7.

Proposition 2.2.5 Soient Q ouvert a bord de classe C' convexe de RN ainsi qu’une
vitesse v € RN \ {0}. Alors la fonction x — 7, est de classe C sur l'ouvert Q' :=
{zx € Q|71 < +o0}.

Démonstration. La partie entrante 02~ du bord est ouverte dans 92 comme image
réciproque de I'intervalle ouvert | — oo, 0 par la fonction x — v - n, qui est continue
sur 0f).
L’application
®: 090 xRL 3 (y,t) »y+tveRY

est évidemment de classe C! et vérifie
O(xf, Twy) = X0 -

Montrons que ® est injective. Supposons que ®(y, s) = ®(z,t) avec t > s. Comme
y et z appartiennent a 92, les points y + Ov et z 4+ Ov appartiennent a 2 pour tout
0 > 0 assez petit. La condition ®(y, s) = ®(z,t) montre que

—t—
z:y—l—ev—i—(s—t—@)v:y—i—t%—i—%

; (z—v)

0 s—1t—
- 0 -7
s—?f(y+ v)+ s—t

par convexité de €.
De plus 3

D®(xg,7z,) - (u,8) = u+ sv, pour tout (u,s) € 7,00 x R.

3. Lorsque Y est une sous-variété de classe au moins C* de RN, on note TyY D'espace tangent a
Y au point y € Y.
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Comme v -1z <0 et u-ng =0, la famille {u, v} est libre, de sorte que
DO (zj,7p,) - (u,8) =0=>u=0et s=0.

Donc D®(zf, 7z,) est un isomorphisme de T;; 9Q x R sur RY.

D’aprés le théoréme d’inversion globale, 0Q~ +R%v = ®(9Q2~ xR ) est un ouvert
de RV, et ® est un C'-difféomorphisme de 9Q~ x R’ sur son image.

D’aprés le Lemme 2.2.4, on a ' = QN (92~ + R% v), ce qui montre que €’ est
ouvert dans R comme intersection de deux ouverts.

Enfin, pour tout z € ', 'on a

@71(35) = (13 - 7—371)77_.77)

de sorte que I'application ' 3 x — 7, € R} est de classe C' comme composée de
<I>_1| o €t de la projection sur le second facteur dans le produit cartésien 0~ xRy
[

Voici maintenant un premier résultat sur le probléme aux limites pour 1’équation
de transport en dimension d’espace quelconque.

Théoréme 2.2.6 Supposons que 2 est un ouvert a bord de classe C! convere de RN
avec N > 2. Soient f;” € C*(Ry x 907) et fi" € C*(Q). Le probléme

(& +v Vo) f(to)=0, 2€Q,t>0,
f’anf =fy
f|t:0 :fin7

admet une unique solution de classe C' sur Ry x Q et continue sur Ry x Q, donnée
par la formule
M - t) sit < Ty,
ft,z) = { [y (t=Tw,x*)  sit>Ty,

ot on a noté x* := x — T,v, si et seulement si, pour touty € 0N, l’on a

0fy

o Oy +v Vi™My) =0.

fy (0,y) = 1"(y),
Démonstration. La démonstration est essentiellement identique au cas monodimen-
sionnel.

Supposons d’abord que f € CY(Ry x Q) NC(R x Q) est solution du probléme
aux limites pour ’équation de transport. Appliquant la méthode des caractéristiques,
on voit que

d 0 .
dsf(ts,xsv)—(atJrv~V£) flt—s,2—sv)=0, 0<s<min(t,7,),
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FIGURE 2.8 — La méthode des caractéristiques pour le probléme aux limites. La figure
représente le cas ot t < 7, et ou ' > 7.

de sorte que
ft — s, — sv) = Counst.

sur le segment s € [0, min(¢, 7,.)]. Par conséquent
t<t, = f(t,r)=f0,2~tv) = f"(x —tv)
puisque x —tv € Q si 0 < t < 7, tandis que
t>71, = f(t,x)=f(t — o0 —10) = f (t — 7o, 7).
D’aprés le lemme ci-dessus, la fonction f est de classe C sur 7+ U7, oil
TH={(t,z) e Ry x Q|t > 7.},
T ={(t,z) eRy xQ0<t <7, }.
Cette fonction f est donc continue sur Ry x €0 si et seulement si elle est continue sur
S={(t,x) eRy xQ|t=1,}.
Or dire que f est continue sur S équivaut a dire que

lim f(t,x) = lim f, (t —7p,2%) = lim f™(z —tv) = lim f(t, )
u t—rd -

t—Tg t—T, t—Ty
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pour tout z € §, c’est-a-dire que f,(0,z*) = fi"(x*), soit

£y (0,y) = f™(y), pour tout y € 9N .
De méme, f est de classe C! sur Ry x € si et seulement si

lim Vf(t,z) = lim Vf(t,z), x€Q.

15—>7';r t—=Ty

D’une part
lim V/(t,2) = (~v- Vf"(2"), Vf"(2")).

t—Ty

D’autre part

ofy~ ofy~
tlilil;* Vit,x)= (C’)ftb (O,x*),—g (0,2*)VT, + (Dxx*)Twab(O,x*)>
ofy~ ofy~ ;
= (8ftb (0,z™), —% (0, 2")V1, + (sz*)Tme(x*)>

puisque f, (0,y) = f"(y) pour tout y € Q™ d’aprés la premiére relation de compa-
tibilité. Ensuite
D,z*=1—-v®VT1,,

de sorte que

lim Vf(t,x)

t—H';r

ofy~ afy~ ; ;
(% 00T 0T+ V) <0 V)V ).
Donc
lim Vf(t,z)= lim+ Vit z)

t—Ts t—Tg

pour tout x € € si et seulement si

. of~
0 V) = S 0,0)
VI (zt) = —%é’f(o,x*)m + V(@) — v V(@) VT,

c’est-a-dire si et seulement si

Ofy.
ot
ce qui est précisément la seconde condition de compatibilité.

Enfin, la formule de I’énoncé du théoréme fournit bien une solution de I’équation
de transport sur R% x Q\ S, puisque cette formule montre que f est constante le long

(0,y) +v-Vf™(y) =0, pour touty € N,
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des caractéristiques de 'opérateur de transport. Comme on sait que f est de classe
C! sur Ry x Q, la fonction f vérifie I'équation de transport sur R, x Q tout entier.
D’autre part, la méme formule montre que la fonction f vérifie la condition initiale
pour t = 0 et la condition aux limites sur le bord entrant 0Q2~. m

La formule du théoréme ci-dessus montre que la solution f dépend de maniére
continue du temps de sortie 7, lorsque t > 7,. Par conséquent, lorsque 2 n’est pas
convexe, méme lorsque la donnée initiale ¥ et la donnée au bord f, sont de classe
C', et méme si elles vérifient les conditions de compatibilité du théoréme ci-dessus,
la solution f peut hériter des discontinuités éventuelles du temps de sortie x — 7.

On prendra bien garde au fait suivant : méme lorsque (2 est convexe, et pour des
données " € C1(Q) et f,” € C' (R4 x 0Q7), la solution f du probléme aux limites
pour I’équation de transport définie par la formule du théoréme ci-dessus n’est en
général de classe C! que sur Ry x €2, et non sur Ry x Q.

Contre-exemple : Prendre pour  le disque unité de R? et v = (1,0), de sorte que
7, < 2 pour tout x € Q, et 90~ = {(cosf,sinf) | % < 6 < 3 [}. Choisir

fm=0 et f; (tcosf,sind) = x(t)0,
ou x € C*(R) vérifie
x =0sur [0,3] et x =1 sur [1,+oo].

Evidemment ‘
fb_(t,~)|69_ = 0 pour ¢ € [0, %] et f"=0

de sorte que f, et f" vérifient les conditions de compatibilité du théoréme ci-dessus.
Or un calcul simple basé sur la méthode des caractéristiques montre que la solution
du probléme aux limites

(f+v Vo) f(t,2) =0, z€Q, t>0,

Floo- =1y
flio =1,
vaut
f(t,0,22) = § + arcsinzy, pour tout zp €] — 1,1[ et ¢ > 3.
Evidemment
ﬁ(t,O,acz) = !

8562

V1—aZ’

ce qui montre que zo — f(t,0,22) n'est pas de classe C' sur [~1,1], puisque
%(t,(},mg) — +00 lorsque |x3| — 1. En particulier f ¢ C'(Ry x Q), bien que
feCH R, x Q).
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X2
e
f_ \"
b
0-m/2
X1
FiGURE 2.9 — Illustration graphique du contre-exemple. Supposons que

fy (t,cosf,sinf) = O pour t > 1; on a alors f(t,0,sin6) = @ pour t > 3. La
dérivée partielle ;sz n’admet pas de limite finie sur la partie caractéristique du bord.
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2.2.3 Le probléme aux limites avec absorption et terme source

Etendons le résultat du paragraphe précédent au cas de I’équation de transport
avec terme d’amplification ou d’absorption et terme source.

Théoréme 2.2.7 Soient Q ouvert convexe de RN a bord de classe ClLune vitesse
v e RN \ {0} ainsi que des fonctions f,” € ClR,; x 907), fn € CY(Q) et a,S €
CY(Ry x Q). Supposons que, pour tout y € 0Q~,

£ (0,9) = (),

O (0,4) +0- V1) + al0.9) " (4) = 5(0,9).

ot

Le probleme aux limites
(2 +v-V,) f(t,2) = —alt,2)f(t,x) + S(t,z), z€Q,t>0,
f|aQ— =1y
flioo = 1™,

admet une unique solution f € C*(Ry x Q)N C (R4 x Q). Cette solution est donnée
par la formule

flt,x) = 1t§7mfm(x — tv) exp ( /t a(s,z+ (s — t)v)ds)
0
+ Lisr fp (t— 7o, 2%) exp ( /ti a(s,x+ (s — t)v)ds)

+ /(t exp <— /st a(t,z+ (17— t)v)ds) S(s,x+ (s —t)v)ds,

t—7y) T
ou on rappelle que x* = x — T,v, et que 2t = max(z,0).

Remarque 2.2.8 Dans le cas ot Q@ = RV, le temps de sortie 7, = 400, de sorte
que (t — )T = 0. Cette formule redonne donc la solution du probléme de Cauchy.

Démonstration. La démonstration de ce résultat suit de trés prés celle de I’énoncé
analogue dans le cas ot a = S = 0.

Si feCHRy x Q) NC(Ry x Q) est solution du probléme aux limites, on voit,
en appliquant la méthode des caractéristiques, que

dif(t—s,x—sv) =a(t—s,x—sv)f(t—s,x —sv) — St — s,z — sv),
s

0 < s < min(t, 74),
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ou encore, de maniére équivalente
d S
— (f(t — 8,7 — Sv) exp (—/ a(t — 0,z — 91})d9>)
ds 0
=—S(t — s,x — sv)exp (~/ a(t—0,x — 01))d9> , 0<s<min(t, 7).
0

Intégrons chaque membre de cette égalité pour 0 <s< min(¢,7,) : si ¢t < 7, on a

F(0,2 — tv) exp (- /O Calt— 0.z 0v)d0> (b 2)

t s
:—/ S(t —s,x — sv)exp (—/ a(t—G,x—Hu)dG) ds,
0 0

F(t3) = F™(z — tv) exp <— / Calt—0.x 9v)d9>

0

t s
+/ S(t—s,x — sv)exp (—/ a(t—G,x—Hu)dG) ds.
0 0

En faisant le changement de variables s — ¢t — s dans l'intégrale mettant en jeu le
terme source, cette égalité se transforme en

ou encore

f(t,x) = f"(x — tv) exp (— /Ot a(t—0,z — 90)d9)
+ /075 S(s,z+ (s —t)v)exp < /Ots a(t —0,x — F)v)d0> ds;

puis on fait le changement de variables 6 — t — 6 dans le facteur d’amortissement, ce
qui donne

F(t2) = Fin(z — o) exp (- /0 Cal03+ (0 - t)v)dG)

+ /Ot S(s,z+ (s —t)v)exp (— /: a0,z + (0 — t)v)d@) ds

pour tout z € £ et tout ¢ €]0, 7.
Si au contraire t > 7., on trouve de méme que

flt =T, x — Tv) exp <— /OTz a(t—60,x — Hv)dﬂ) — f(t,x)

:—/IS(tfs,x—sv)eXp (/ a(t@,x@v)d@) ds,
0 0
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ce qui donne

flt,x) = f(t — T, — T,v) €Xp ( /Tm a(t—0,x — Qv)dG)
0

+/IS(t—s,x—sv)exp (—/ a(t—e,x—av)d9> ds
0 0
=f, (t =7z, 2") exp (—/ ma(t—é’,x—@v)dé)

0

t

+ S(s,z+ (s — t)v)exp (— /Ot—s a(t — 0,z — 91))d9) ds

t—Tg

= f, (t =7z, 2") exp (— /;TT a0,z + (0 — t)v)de)

+ /;TI S(s,x+ (s —t)v)exp < /St a(@,z+ (0 — t)v)d@) ds,

pour x € Q et t > 7., aprés les mémes changements de variables que dans le cas ol
t €]0, 7, [

En regroupant les deux expressions ci-dessus pour t €]0,7,[ et pour ¢ > 7, on
arrive a la formule de ’énoncé.

On a donc démontré que si f € CH(R4 x Q)NC (R4 x Q) est solution du probléme
aux limites, elle est donnée par la formule de I’énoncé.

On laisse au lecteur le soin de vérifier

a) que les deux conditions de compatibilité de 1'énoncé du théoréme impliquent
bien que la fonction f définie par la formule des caractéristiques est de classe C'! sur
R, x Q et continue sur Ry x €, et

b) que la formule de 1’énoncé définit bien une solution du probléme aux limites.

Ces deux vérifications suivent la démarche exposée dans la démonstration du Théo-
réme 2.2.1. m

Remarque 2.2.9 (Probléme aux limites périodique) L’étude de certains pro-
blemes d’homogénéisation nécessite de résoudre des équations de transport dans la
classe des fonctions périodiques en la variable de position. Voici comment formuler et
résoudre ce type de probléme.

Soient fi" € CHRN) eta,S € CL(R,; x R); supposons les fonctions fi", a et S
périodiques de période L dans chacune des variables x1,...,xn de position, c’est-a-
dire que

fln(m+Lk) :fln(x)v a(t,x + Lk) = a(t,z), S(t,z)=S(t x+ Lk)

pour tout (t,x) € Ry x RN et tout k € ZV.
Alors Uunique solution f du probléme de Cauchy

(% +U~VI) f(t,z) = —a(t,z)f(t,z) + S(t,z), z€ RN, t>0,

f’t:O :finv
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est également périodique de période L dans chacune des variables x1,...,xn. Cela
se voit évidemment sur la formule explicite donnant la solution f de ce probléme de
Cauchy. On peut également remarquer que, comme les fonctions f, a et S sont
périodiques de période L dans chacune des variables x1,...,xy, pour tout k € ZV,
la fonction fi : (t,z) — f(t,x + Lk) est solution du probléme de Cauchy ci-dessus,
exactement comme la fonction f elle-méme. Par unicité de la solution de ce probléme
de Cauchy, on en conclut que fr = f pour tout k € ZN, ce qui équivaut a dire que la
solution f est périodique de période L dans chacune des variables x1,...,xN.
Cette solution f vérifie donc

(5 +v- Vo) f(t,x) = —alt,2)f(t,2) + S(t,x), = €0, L[N, >0,

f@t,&5) = f(t,2; + Lej), z €0, L[N, t>0,1<j <N,
Flico =1
ou on a noté
;= (z1,...,2j-1,0,zj41,...,2n) et e; = (0,...,0,1,0,...,0).
j-1  N—j

Autrement dit, e; est le j-iéme vecteur de la base canonique de RV,
Ce nouveau probléme peut étre vu comme un probléme auzx limites, et les conditions

f(t, &) = f(t,&; + Lej), €0, LN, t>0,1<j<N,

comme des conditions aux limites (ici sur chaque bord du cube |0, L[N ), conditions
dites “de périodicité”. Le cube |0, L[N est bien un ouvert conveze, mais son bord n'a
pas la régularité C* que lon a supposée jusqu’ici. Toutefois, cela n’est pas vraiment
génant, car le bord de |0, L[ ne joue pas un role important dans ce probléme, comme
on va le voir.

FEvidemment, comme f est périodique de période L dans toutes les directions, il
est équivalent de la connattre sur RN et de connaitre sa restriction & une période, par
exzemple a [0, L[V, Les deux formulations ci-dessus sont donc équivalentes.

La premiére formulation ci-dessus du probléme aux limites pour l’équation de
transport avec conditions aux limites périodiques montre que la condition aux limites
ne modifie pas la formule explicite donnant la solution, car celle-ci est la restriction a
x € [0, L[N de la solution du probléme de Cauchy, contrairement au cas du probléeme
auzx limites étudié dans le Théoréme 2.2.7.

La facon la plus commode de considérer le probléme aux limites périodique ci-
dessus consiste G observer qu’une fonction périodique de N wvariables x1,...,xN, de
période L en chacune de ces variables, s’identifie naturellement a une fonction définie
sur lespace quotient (R/LZ)N des N-uplets de réels modulo L. Cet espace est ce que
lon appelle un N-tore en géométrie; on peut le voir comme le cube [0, LN dont on
aurait identifié les faces opposées — par exemple, pour N = 1, il s’agit d’un cercle de
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longueur L ; pour N = 2, cet espace ressemble & une bouée (d’ou le nom de tore) dont
le cercle interne serait de rayon nul.

Or un N-tore est une variété différentiable de classe C*° compacte et sans bord.
On peut donc formuler le probléme auz limites périodiques ci-dessus comme suit :

(& +v-Vy) f(t,2) = —a(t,z) f(t,z) + S(t,x), =€ R/LZL)N,t>0,

f|t:0 = f.

Observons que cette formulation sur le N-tore est celle d’un simple probléme de Cau-
chy : il n’y a pas de conditions aux limites, puisque le N -tore est un variété sans bord.
On peut résumer la situation en disant que le N-tore partage avec le cube [0, L]V
Pavantage d’étre compact, et avec lespace entier RN celui d’étre sans bord. C’est
pourquoi ce cadre est particuliérement commode pour l’analyse des équations aux dé-
rivées partielles. Toutefois, comme les trois formulations ci-dessus du probleme pério-
dique sont strictement équivalentes, le lecteur peu familier avec les espaces quotients
comme (R/LZ)N est invité a utiliser indifféremment la premiére ou la seconde.

2.3 Solutions généralisées

On a vu dans la section précédente qu’en dehors du cas ou le domaine spatial
modélisant I’enceinte contenant les particules est convexe, la solution du probléme
aux limites n’est en général méme pas continue, méme si les données sont de classe
C', et méme si elles vérifient les conditions de compatibilité du théoréme précédent.
En pratique, on a pourtant souvent a considérer des équations de transport posées
sur des domaines spatiaux non convexes.

Ceci suggére de généraliser la notion de solution de I’équation de transport, de
facon a ce que certaines fonctions qui ne sont pas de classe C!, ni méme continues,
puissent étre considérées comme solutions de cette équation.

Une premiére possibilité consiste a utiliser la théorie des distributions ; toutefois,
pour la commodité des lecteurs qui ne seraient pas familiers de cette théorie, nous
choisirons une autre approche.

Avant de définir la notion de solution généralisée de 1’équation de transport, nous
allons considérer une situation simplifiée, quoiqu’exactement analogue.

Exemple. Considérons ’équation aux dérivées partielles

0
gi(x,y) =0, (z,y) € R%.

Dire que f € C'(R?) est solution de cette équation équivaut a dire que
flz,y) =C(y), CeC'R).

Cependant, il n’est pas nécessaire que la fonction f soit de classe C! sur R?, c’est-a-
dire par rapport aux deux variables x et y pour que ’équation ci-dessus ait un sens.
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Il suffit pour cela que la fonction
x — f(z,y) soit de classe C'! sur R pour tout y € R.

D’ailleurs, une telle fonction est solution de ’équation

of
ox

si et seulement si f est de la forme

(x,y)zO, (l',y)GRQ

f(@,y) = C(y)

ou cette fois R 3 y — C(y) € R est une fonction quelconque.

Le cas de I’équation de transport est exactement identique & cet exemple — auquel
il se raméne d’ailleurs par un changement de variables bien choisi. En effet, en appli-
quant la méthode des caractéristiques, on a, pour toute fonction f € C1(R; x RY)

(Z—I—U-me) (t,y+tv)=%f(t,y+tv).

Ceci revient a faire le changement de variables (t,z) = (¢t,y + tv) =: ¢(t,y), et a
observer que

(aa{-i—v-vzf) qu(t,y) = %(foqﬁ)(t,y), (t,y) cR xRV .

Donc, dire que f annule l'opérateur de transport % + v -V, équivaut a dire que fo¢
annule la dérivée partielle %, comme dans I’exemple ci-dessus.
Cette remarque suggére la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soient Q ouvert a bord de classe C' de RN, ainsi que deux fonc-
tions a = a(t,z) et S = S(t,x) continues sur Ry x Q. On dit qu’une fonction mesu-
rable f est une solution généralisée de

(gt +uv- Vgg) ftz) +alt,z)f(t,z) =S(t,z), z€,t>0,
si et seulement si la fonction

s+ f(t+ 5,2+ sv) est de classe C* p.p. en (t,z) € Ry x Q,

et vérifie

(; +a(t—|—s,;v+sv)> ft+s,z+sv) =S+ s,x+ sv),
s

(t+s,2+sv) e RL x Q.
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Evidemment, la méthode des caractéristiques montre que toute fonction f de classe
C' sur R’ x Q) est une solution généralisée de I'équation de transport si et seulement
si elle en est une solution au sens classique.

Il faut bien comprendre la signification de ’expression

of
— +tv-V
5t of
lorsque f est solution généralisée de I’équation de transport ci-dessus.

Comme f n’est pas de classe C'! par rapport a toutes les variables (¢, x), les dérivées
partielles % ou % pour ¢ = 1,..., N prises séparément n’existent pas en général.
Mais en revenant au changement de variables avant la définition ci-dessus, on peut
écrire

af 0 1
—x + v - v = _— e} op .
b0 = (H00) 00

ou on rappelle que
¢: (ty) =~ (Ly+tv).

Autrement dit, pour une solution généralisée de 1’équation de transport, on a

(§t+v-vx) f(t.2) +alt,2)f(ta) = S(t,x), ¢€Q >0,

au sens otl, bien que les dérivées partielles % et %, i =1,..., N n’existent pas en
général séparément, la combinaison linéaire particuliére (% +v-V,)f de ces dérivées

partielles est bien définie p.p. comme fonction mesurable sur R% x €.

Avec cette nouvelle notion de solution, on arrive trés facilement au résultat suivant
d’existence et d’unicité de la solution du probléme aux limites pour une équation de
transport.

Théoréme 2.3.2 Soient Q ouvert de RN a4 bord de classe C* et v € RN \ {0},
ainsi que deuz fonctions a = a(t,x) et S = S(t,z) continues sur Ry x Q. Pour tout
e LS () et tout f,” € LS. (Ry x 9Q7), le probleme aux limites

loc
(& +v-Va) f(t,2) = —alt,x)f(t,x) + S(t,z), ze€Q, >0,
f‘aszf =fy
f|t:0 :fin’

admet une unique solution généralisée f donnée par la méme formule que dans le cas



70 CHAPITRE 2. EQUATION DE TRANSPORT

classique, o savoir que, p.p. en (t,x) € Ry x Q, lon a

flt,z) = Licr, f7(x — tv) exp (— /Ot a(s,z+ (s — t)v)ds)

t

+ Lisr, fy (t— 70, 2") exp (/t a(s,z + (s — t)v)ds>

— Ty

n /( t exp (_ / t a®,z + (6 — t)v)d9> S(s,x+ (s —t)v)ds

t—7y)t
ot on rappelle que
T =inf{t >0z —tv ¢ Q}, etz* =2 —1,0.

Donc, si Q2 est conveze, si [ € C*(Q) et f;7 € C* (R4 x 0Q7) et vérifient
0f,
ot
pour tout y € 00, et sia et S sont de classe C' sur Ry x Q, alors cette solution

généralisée est (p.p. égale a une fonction) de classe Ct sur Ry x Q.
Si Q est conveze, si f" € C(Q) et f;7 € C(Ry x ON7), et vérifient seulement

[y (0y) =f"(y), yeo,

alors cette solution généralisée f est (p.p. égale G une fonction) continue sur R x Q.

£ (0,y) = f"(y) (0,9) +v- V™ (y) = S(0,y) — a(0,y) f"(y)

Précisons le sens dans lequel une solution généralisée du probléme aux limites ci-
dessus vérifie la condition initiale et la condition au bord. La condition initiale signifie
que

lim f(t,z +tv) = f™(x) p.p.en z € Q,
t—0+

tandis que la condition au bord signifie que
lir(r)1+ ft+s,y+sv)=f, (t,y) pp.en (t,y) € Ry x 90 .
S5—>

Remarquons que l'on n’a pas prescrit la valeur au bord de f sur la partie carac-
téristique 9Q° du bord de €. Lorsque € n’est pas convexe, certaines trajectoires de
vitesse v issues de 90 peuvent entrer dans Q — cf. Figure 2.6. Il en résulte que la
méthode des caractéristiques — et donc la formule explicite donnée dans le théoréme
ci-dessus ne définit pas f sur les points de {2 atteints par ces trajectoires. Mais ce
n’est pas grave, comme le montre le lemme ci-dessous.

Lemme 2.3.3 (C. Bardos) Soient 0 ouvert a bord de classe C* de RN et une
vitesse v € RN \ {0}. Alors

{(z+tv) |2 €00 ett e R}

est un ensemble de mesure nulle dans RN .
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Il est intéressant de comparer ce résultat avec le Lemme 2.2.4. Sous I’hypothése
que  est un ouvert & bord de classe C! convexe, I'énoncé (a) du Lemme 2.2.4 assure
que ’ensemble

(092 + Rv) N Q

est vide. Sans I’hypothése de convexité, cet ensemble n’est pas forcément vide, comme
le montrent les exemples correpondant aux Figures 2.6 et 2.7. Mais le lemme de Bardos
montre que ce méme ensemble est de mesure nulle, et dans le cadre des solutions
généralisées, cette information suffit. Cette seule observation suggére que la notion
de solution généralisée introduite ci-dessus fournit le bon cadre mathématique pour
I’étude des équations de transport, puisqu’il permet de traiter les probléme aux limites
dans les domaines les plus généraux *.

La démonstration de ce lemme utilise le théoréme de Sard — voir Théoréme 4 dans
[51], ou encore [38], p. 183 ; elle peut sans inconvénient étre sautée par les lecteurs qui
ignoreraient ce théoréme.

Démonstration. Considérons & nouveau une variante de 'application ® de la dé-
monstration du Lemme 2.2.5 :

T: 00 xR3(y,t)—y+tvecRY.

Cette application est évidemment de classe C et
D¥(y,t) - (u,s) = u+ sv pour tout (u,s) € T,00 x R.
Dire que u € T,,0§2 équivaut & dire que u € RY vérifie u - ny = 0. Par conséquent
y € 00° = (DV(y,t) - (u,8)) - ny = (u+sv)n, =0

pour tout (u,s) € T,0Q x R. Autrement dit

y € 000 = rang(DVU(y,t)) < N —1,
c’est-a-dire que (y,t) est un point critique de W. Par conséquent, I'ensemble

{(z+tv)|x €N et tcR}

4. On s’est limité ici & des ouverts & bord de classe C'. Dans la pratique, on a affaire & des ouverts
a bord de classe C! par morceaux. Un ouvert Q de R est dit “4 bord de classe C'! par morceaux” si
tout point de Q admet un voisinage ouvert pour la topologie induite qui soit C*-difféomorphe & un
ouvert d’un polyédre de RN pour la topologie induite. Contrairement au cas des ouverts de classe
C1, il n’est pas possible de définir un champ de vecteurs unitaire normal en tout point de 89 lorsque
Q est un ouvert & bord de classe C! par morceaux. Par exemple, lorsque Q est un polyédre de R3,
le champ unitaire normal extérieur n’est défini que sur les faces du polyédre, et pas sur les arétes,
ni sur les sommets. Mais le champ unitaire normal extérieur 4 un ouvert & bord de classe C! par
morceaux est défini p.p. sur le bord, ce qui suffit a assurer la validité de la formule de Green. Tous
les résultats de ce chapitre et des deux suivants peuvent étre adaptés assez facilement au cas des
ouverts de classe C! par morceaux, au prix de lourdeurs techniques supplémentaires que nous avons
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est contenu dans ’ensemble des valeurs critiques de I’application ¥ qui est de classe
C'! entre variétés différentiables d’égales dimensions. D’aprés le théoréme de Sard, cet
ensemble est donc de mesure nulle. m

Démonstration du Théoréme 2.3.2. Soit N C  de mesure nulle tel que f"
soit définie et localement bornée sur 2\ N0, et soit A C Ry x 9Q~, ensemble de
mesure nulle tel que f,~ soit définie et localement bornée sur Ry x 9Q~ \ N,,. Notons

N = ({0} x NO) UN, U (R x 99°) + Ry (1,0)) N (R x Q).

Observons que

({0} x N?) + Ry (1,0)
Nb + R_A,_(l, U)
ol ¢ est I’application définie comme suit :

o: RYXR 5 (y,8) — (s,y+sv) e Rx RV,

(NOXR+)7

= ¢
:72)(Nb XR-‘r)v

tandis que
¥: (Rx 0N xR ((ty),s)— (t+s,y+sv) e RxRY.

Les applications ¢ et 1) sont évidemment lipschitziennes. Donc les ensembles ({0} x
NO) + Ry (1,v) et NV + Ry (1,v) sont Lebesgue-négligeables comme images d’en-
sembles Lebesgue-négligeables par des applications lipschitziennes entre variétés de
méme dimension.

Comme
NyCc AUBUC,

avec

A= ({0} x N°) + Ry (1,0),

B=N,+R;(1,v),

C=(Ry x90°) +R,(1,v),
que C est Lebesgue-négligeable d’aprés le lemme de Bardos, tandis que A et B sont
Lebesgue-négligeables par 'argument ci-dessus, on conclut que Ny est de mesure nulle

dans Ry x €. B
La formule ci-dessus définit une fonction f sur (R4 x Q) \ My, telle que

Ft+ 8,24 50) = Lipscr, o, [ (@ + 50— (t+ 5)0)
t+s
X exp (~ / a0,z +sv+ (60—t — s)v)d0>
0

+ 1t+5>7'a:+svff: (t + 8 = Tyqsv, T+ SV — Tz+svv)

t+s
X exp ( / a0,z +sv+ (0 —t— s)v)d9>
t

+5=Totsv

t+s t+s
—|—/ exp <—/ a0,z + sv+ (9—t—s)v)d9)
(t+5—Taots0)T o
x S(o,x 4+ sv+ (6 —t—s)v)do,
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pour tout s € R tel que z + sv € . Comme
Tedsy =Tz TS,

le membre de droite dans 1’égalité ci-dessus devient

F(t 52+ 50) = Loer, f( — t0) oxp (— / a0 t)v)de)
0

t+s

+ 1t>wal;(t . vax*)exp <_/
t

— Tz

a(f,z+ (0 — t)v)d@)

. /(HS Low (_ [+S a0,z + (0 — t)v)de) (0,2 + (0 — t)v)do .

t—Tg

Comme tous les intégrandes ci-dessus sont des fonctions continues, la fonction
s f(t+ s, + sv)

est donc de classe C! en s pour tout (¢,z) € (Ry x Q) \ Ny. De plus, la formule
ci-dessus entraine que

d
gf(t—i—s,x—i—sv)

t+s
= Ly, f7(x — tv)a(t + s,z + sv) exp (— / a0,z + (0 — t)v)d@)
0

t+s
—Lior, fy (t = 7w, 2™ )a(t + 5,2 + sv) exp ( /
t

—Te

a(f,z+ (0 — t)v)d@)

t+s

—a(t+s,z+sv) /

(t—72
+ S(t+s,x+ sv),

. exp <—/at+sa(9,m+(9—t)v)d¢9> S(o,z+(oc—t)v)do

c’est-a-dire que
d
d—f(t—i—s,a?—i—sv) =—a(t+s,x+sv)f(t+s,x+sv)+ S({Et+ s,z + sv)
s

pour tout (¢,z) € (R} x Q) \ N et pour tout s tel que (¢ + s,z + sv) € R% x Q.
De plus

lim f(t,x+tv) = lim f™(x)exp (—/ a(s,x+sv)ds) = fi"(z)
—0t 0

t—0+

pour tout z € Q \ N, tandis que

t+s
lm f(t+s,y+sv) = lir(r)1+ [y (t,y)exp <—/ a(f,y+ (6 — t)u)d&)
s— t

s—0t
=/, (t,y)
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pour tout (¢,y) € (R4 x 9Q7) \ Ny, puisque 7,45, = s — 0. Cette fonction est donc
bien une solution généralisée du probléme aux limites.

Réciproquement, supposons que f est solution généralisée du probléme aux limites.
Alors il existe Ny C Ry x © de mesure nulle tel que

la fonction s+ f(t + s, + sv) soit de classe C*

et
d
d—f(t+s,x+3v) =—a(t+s,x+s0)f(t+s,x+ sv) + St + s,z + sv)
s

pour tout (¢,z) € (Ry x Q) \ N et tout s €] — min(t, 7,),0], et de plus

tlir(1)1+f(t,x+tv):fm(a:), zeQ\N,
M ft+syts) =17y, (L2)e Ry x007)\Ny.

Alors, pour tout (¢,z) € (Ry x Q) \ (Nf UNy), 'on a
d S
o (f(t+s,x+sv) exp (/ a(t+0,x+ﬁv)d9)>
0
= S(t+ s,z + sv)exp (/ a(t+6,x+ 91})d9>
0

pour tout s €]—min(t, 7,.), 0[. Intégrons chaque membre de cette égalité sur l'intervalle
| — min(¢, 7,),0[. Si ¢t < 7, on trouve que

F(t, ) = lim f(0,2 — (t — €)v) exp </Ot+6 alt + 6,z + 91})d9>

e—0t
0 s
+ lim S(t+ s,z + sv)exp (/ a(t—|—0,z+0v)d0) ds
=0T J_tqe 0

— (@ — tv) exp (_ /Ot a(t— 0,2 — 9v)d9)
+/Ot5(t—s,x _ sv)exp (—/Osa(t— 9,x—9v)d9> ds

— (= to) exp (— /0 b,z 4 (0 t)v)d&)

+ /Ot S(s,a + (s — t)v) exp (— /: a6,z + (6 — t)v)d&) ds.

pour tout (¢,z) € (R4 xQ)\(NfUN). (La seconde égalité s’obtient par le changement
de variable s — —s, et la troisiéme par le changement de variables s — t — s.)
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Au contraire, si t > 7., on trouve que

ft,x2) = Um f(t— 7+ €, — (1, — €)v) exp </Ti+6 a(t+6,x + Gv)dﬁ)
0

e—0+
0 s
+ lim S(t+ s,z + sv)exp </ a(t+0,x+0v)d0> ds
0

e=0" J_ 1 4

=f, (t — 7z, 2")exp (— /Tz a(t =6,z — 00)d0)
0

+/$S(t757x75v)exp <~/ a(t&,z@v)d@) ds
0 0

— S5 (= 7oy ) exp (— /t th a(0, 2 + (0 t)v)d&)

+ S(s,x + (s —t)v) exp (— /: a(f,z+ (0 — t)v)d0> ds

t—Tg

pour tout (t,z) € (Ry x Q) \ (Nf UNy), grace aux mémes changements de variables.
[

2.4 Principe du maximum faible pour I’équation de
transport libre

Notation : lorsque X est un espace topologique, on note C(X') I’espace des fonctions
continues sur X & valeurs dans R qui sont bornées sur X.

Dans la suite de ce cours, nous aurons souvent besoin d’estimer des solutions
d’équations de transport dépendant d’un parameétre uniformément par rapport a ce
paramétre. Ce sera notamment le cas pour les questions d’approximation par la dif-
fusion dont nous avons donné une idée au chapitre précédent, ou encore d’homogé-
néisation, dont il sera question plus loin.

Dans ce genre de situation, bien que la famille de solutions considérée dépende
d’une facon a priori inconnue d’un ou plusieurs paramétres destinés a tendre vers
une ou plusieurs valeurs limites, les données au bord correspondant a ces solutions en
dépendent de maniére connue — ou en sont, dans certains cas, indépendantes.

Il est donc extrémement utile pour étudier les solutions d’équations de transport
de disposer de résultats permettant d’estimer la solution en fonction des données du
probléme aux limites.

Voici un premier énoncé de ce type.

Théoréme 2.4.1 Soient Q ouvert de RN a bord de classe C* et v € RN \ {0},
ainsi que deux fonctions a = a(t,z), S = S(t,z) € Cp(R4 x Q). Soient une donnée
initiale f™ € L>(Q) et une donnée au bord f, € L= (R4 x 0Q7) ; alors la solution
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généralisée f du probléeme
(% +v-Vy) f(t,x) = —a(t,z)f(t,x) + S(t,z), z€Q,t>0,
flog- =1
flimo =,

vérifie, pour tout T > 0, et en notant a_(t, ) = max(0, —a(t, x)),

£l s 0.1y < MM le=@xa ) 5| o g Loy

Tlla_|lLoo ®m, x ; -
+e lla-llzee ®yx) oy (||fm||L°°(Q)7 I HL“(R+><3Q*)> -
De plus, les conditions
f >0 p.p. surQ, fy =0 pp. sur Ry x 00" et S >0 sur Ry x Q

impliquent que
f>0pp. sur R} xQ.

Démonstration. Partons de la formule exprimant la solution généralisée du probléme
aux limites pour I’équation de transport donnée au théoréme précédent :

ft,z) = Licr, f™(x — tv) exp (— /Ot a(s,z+ (s — t)v)ds)
+1ysr, fy (E— T, 2™) exp < /tth a(s,z+ (s — t)v)ds)
+ /(:_Tz)+ exp (— /: a0,z + (0 — t)v)dﬁ) S(s,x+ (s —t)v)ds

p.p. en (t,x) € Ry x Q. Donc
‘ t
0] < Lier o o)l exp ([ a(ovt (5 - yas)
0
t
+ Lisr | fy (t— 70, 2™)| exp </ a_(s,er(st)v)ds)
t—T7y

+ /(t exp </: a_(0,x+ (0 — t)v)d9> |S(s,x+ (s —t)v)|ds

t—7y)T

< (]-tg‘erfinHLw(Q) + 1t>7—m ||fb_||L°°(R+><89*)) eTHa—HLOO(R+ X Q)

+ THSHLOO(RerQ)eT”a_||L°°<R+Xm
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p.p-en (¢,x) € Ry xQ, puisque toutes les intégrales intervenant au membre de droite
de 1’égalité ci-dessus portent sur des intervalles de longueur au plus ¢ < 7. On en
déduit la majoration annoncée en remarquant que

Licr, [1f " Lo (@) + Lesr, 1y [l oo Ry x00-)

< max (|| /" e s 1y o=@, xo0-)) -

Ceci compléte la démonstration. m

Nous utiliserons trés souvent, dans la suite de ce cours, les deux cas particuliers
suivants de l’estimation ci-dessus.

Cas particuliers :

(1) si a > 0 sur Ry x Q — autrement dit si a est un taux d’amortissement — la
fonction a_ : (¢, ) — max(0, —a(t,x)) est identiquement nulle, et on a

1z o.r1x9) < TS| poery xe) + max (|| £ | 2o () 1fy | ®, xo0-))

pour tout T' > 0.
(2) Sion aalafoisa>0etS=0,alors

||f||L°°(R+><Q) < maX(HmeLOO(Q)a Hfz;”Lw(ReraQ—)) .

L’énoncé (2) est un cas particulier de principe du maximum faible : le maxi-
mum de la (valeur absolue de la) solution est “atteint” sur le bord du domaine R4 x Q.

Rappelons ’exemple typique de ce que l'on appelle un principe du maximum :
pour une fonction ¢ holomorphe sur un ouvert O connexe et borné de C, et continue
sur O, le maximum du module de ¢ est atteint sur la frontiére de O ; de plus, si ce
maximum est également atteint en un point de O, alors la fonction ¢ est constante
sur O : voir [53], Théoréme 10.24 et chapitre 12.

Le méme énoncé vaut aussi pour les fonctions harmoniques sur O — c’est-a-dire
de laplacien nul sur O : voir [24] §2.2.3 Théoréme 4.

Dans le cas de ’équation de transport, seule la premiére partie de 1’énoncé ci-
dessus est vraie; c’est pourquoi on appelle souvent ce type d’énoncé un principe du
maximum faible — par opposition au principe du maximum fort qui vaut pour les
fonctions harmoniques ou les modules de fonctions holomorphes.

Il existe d’autres équations aux dérivées partielles que 1’équation de transport
vérifiant le principe du maximum faible, comme par exemple I’équation de la chaleur :
voir [2], Théoréme 5.2.22 ou [24] §2.3.3 Théoréme 4.

2.5 Estimation L? pour ’équation de transport

Dans la suite de ce cours, tout particuliérement dans ’étude des schémas numé-
riques pour I’équation de transport, on aura besoin d’estimer la taille de la solution
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du probléme aux limites en fonction de la taille de ses données. Le principe du maxi-
mum étudié dans la section précédente est évidemment une facon d’y parvenir. Dans
cette section, nous allons présenter une autre estimation du méme genre, mais en
moyenne quadratique — alors que le principe du maximum fournit une estimation
pour la norme de la convergence uniforme.

Proposition 2.5.1 Soient Q ouvert de RN ¢ bord de classe C' et v € RN \ {0},
ainsi que deux fonctions a = a(t,r), S = S(t,z) € C1(R, x Q). Soient des données
initiales f" € CY(Q) et au bord f, € CY(Ry x 0Q7) vérifiant les conditions de
compatibilité
fm<y):fl:(07y)> yeaﬂ_,
et
Afy~

o Oy +o V™) = —a(0,9) f™(y) + S(0,y) y €N

Si fir € L*(Q), S € L*([0,T] x Q) et f,” € L*([0,T] x 007 ; |v - ny|dtdo(z)) (en
notant do(x) Uélément de surface sur OS) et ny le vecteur unitaire normal a 9 au
point x, dirigé vers l'extérieur de Q) et si a(t,z) > 0 pour tout (t,x) € Ry x 2, alors
la solution f € C*(Ry x Q) du probléme
(% +v- Vr) f(t,I) = *CL(t,{ZZ)f(t,IE) +S(t,$), VS Qa t>0,
f’aszf =f
flioo = 1,
vérifie l'inégalité différentielle
d ¥
i@ T2 SIFE T2 HISE 2@+ & 2200 0. o) -

De plus, pour tout T > 0 et tout t € [0,T],

1t ) Z2 0

et(||fm||%2(n)+||5H%2([0,T]x9)+||f{||%2([0,T]xaQ—;\unzwtdo(x))) .

Démonstration. La solution f étant de classe C! sur Ry x Q, par dérivation sous
le signe somme, on a

/ftx dx—/ftxbi x)dx

= [ F@) (=0 Vof () = alt.) f(0.2) + S(t.) do
- _ 1y 2)%dz — | alt,x z)%dx T z)dr .
= [ 4o-Vettapdo— [ atorftariot | jeos.a
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D’une part, d’apreés la formule de Green, en notant do(x) I’élément de surface sur
09 et n, le vecteur unitaire normal a 92 au point x, dirigé vers l'extérieur de €2,

—/Qév-me(t,x)de:—/amr
[ Ao nildota)

f(t,2)*v - nydo(z)

N[—=

< [ o nddota)

puisque v - n, > 0 sur Q™+,
D’autre part

—/ a(t,z) f(t,xz)*dx <0,
Q

de sorte que

d
%/Qf(t,x)de < 2/Qf(t,a:)5(t,r)dx+ . fy (t,2)*|v - ngldo(z).

On en déduit que

d
S0y < NFE T2 ) + 19 Iz o)
+||fl; (t’ ')||%2(8Q*;\v<nzda'(:v)) )

qui est I'inégalité différentielle annoncée.
Cette inégalité s’écrit encore

d —S8
= (o)
<e” (”S(S, )H%P(Q) + ”fl:(‘s? ')||2L2(GQ*;\U~7L1do(x)))
< (I1S(s, M2y + 157 (5 ) 2200 omnots) )
d’ot la deuxiéme inégalité de la proposition par intégration sur [0, t] de chaque membre
de I'inégalité ci-dessus. m
2.6 Equation stationnaire du transport

Jusqu’ici, nous avons étudié uniquement ’équation de transport sous ’angle des
problémes d’évolution. Bien que les problémes d’évolution soient en principe les pro-
blémes fondamentaux, et que leur analyse soit nécessaire & la compréhension des
régimes transitoires, il faut aussi en pratique étudier les régimes permanents, ce qui
conduit & considérer des équations de transport stationnaires.
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Il existe plusieurs maniéres d’introduire I’équation de transport stationnaire. En
voici deux.
Considérons le probléme aux limites

(& +v-V,) ft,) = —a(t,x)f(t,z), z€Qt>0,
f|aQ— =
flieg = 1™,

ou {2 est un ouvert a bord de classe C! de RY, ou la fonction a est continue sur

R, x Q, ou la donnée initiale f*" € LjS.(Q2) et la donnée au bordf,” € LS (0927).
Supposons qu’on cherche a en approcher la solution par un schéma d’Euler impli-

cite en temps. Autrement dit, on se donne un pas de temps At > 0, et on approche

la fonction f = f(¢, x) par la suite de fonctions (fx(x))k>0, l'idée étant que
fr(z) ~ f(kAt,z) en un sens a préciser lorsque At — 0.

La suite de fonctions f; est construite par récurrence en écrivant I’équation de
transport en tous les points de la forme (kAt, z) pour k > 1, et en utilisant 'approxi-
mation rétrograde de la dérivée en temps

of f(kAt, x) — f((k— DAt z)  fe(z) = fo-1(2)

E(kAt’ x) =~ Ar ~ AL .

Le probléme aux limites ci-dessus s’écrit donc, aprés discrétisation en temps

W +v-Vefi(x) = —a(kAt,z) fr(z), z€Q, k>1,
Tilgq- = fy (KAL),
fo=rfm,
ce que l'on peut encore mettre sous la forme
A fe(@) + v Vafila) + alkAt,z) fr(z) = & fro1(z), 2€Qk>1,
Felgq- = fy (KAL),

fo=fm.

On voit donc que la fonction fi est obtenue connaissant la fonction fr_1 en résol-
vant une équation de transport stationnaire d’inconnue F' = F(z) de la forme

{ AF(z) +v -V, F(x)+ A(x)F(z) = Q(z), =z €9,
F|aQ— =r,,
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ol A > 0, ot le taux d’amortissement ou d’amplification A est continu sur Q, tandis
que le terme source @ appartient a L>°(£2) et la donnée au bord F,~ a L>(9927).

Dans le cas présent, on a A = Ait, F = fi, A = a(kAt,-), Q = Aitfk_l, et
F, = f, (kAt,-).
On voit donc qu’il est trés naturel d’avoir a résoudre des équations de transport

stationnaires — et nous retrouverons ce type de probléme plus loin dans ce cours,
lorsqu’il sera question de méthodes numériques pour I’équation de transport.

Mais il existe aussi une autre maniére d’arriver a ’équation de transport station-
naire ci-dessus.
Partons du probléme d’évolution

(% +v-V$) ft,z) =—alx)f(t,z), z€Q,t>0,
f‘aQ— =l
f|t=0 =fm.

Appliquons aux deux membres de cette équation la transformation de Laplace en
temps

+oo
6= 6(t) = B(A) = /0 e~ M(t)dt

Cette transformation est bien définie, par exemple pour ¢ € L>*(R.), auquel cas
®(\) existe pour tout A > 0, et vérifie

1
|B(N)] < <ol L= -
On notera N
F(\ ) =/ e Mf(t,z)dt .
0

Supposons que f € L*(), que f, € L®(R4 x 9Q27) et que a > 0. D’aprés le
principe du maximum (Théoréme 2.4.1)

11l Lo (my w0y < max (|| f | Lo ()s |1 f5 2o (R, x00-)) < 400

de sorte que la fonction F'(\,x) est bien définie pour tout A > 0 et p.p. en & € Q. Si f
est de classe C! sur Ry x Q, — ce qui est le cas lorsque  est convexe, les fonctions
™ et a de classe O sur Q, la donnée au bord [, de classe C' sur Ry x 9Q~ et que
fi™ et f,~ vérifient les relations de compatibilité

™) = f, (0,9),

O™ (0, +v- V() + aly) F™(y) = 0.

ot
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pour tout y € 9Q~ — on aura d’une part

+00 Foo
/ e My -V f(t,z)dt =v-V, / e M f(t, x)dt,
0 0

et d’autre part, en intégrant par parties,

[T S wma= [ea] T [T e
0 ot " li=o0 o ’
= \F(\2) — f7(2).
Bref, si f = f(t,x) est solution du probléme d’évolution
(5 +v- Vo) F(t,2) = —a(@)f(t,2), w€Qt>0,
Hloa- =1y
f|t=0 = fln ?

sa transformée de Laplace en temps, F' = F(\, x), est, pour tout A > 0, solution du
probléme stationnaire

AF(\z) +v- V. F(\2)+a(x)F(\ x) = f"(z), z€Q,

ou
—+o0
Fr(hy) = / et y)dt, Y € 0,
0

Cette nouvelle maniére d’arriver au probléme stationnaire présente 'avantage de
fournir immédiatement une formule explicite donnant sa solution. En effet, d’aprés le
Théoréme 2.3.2, on a

t
ft,z) = Licr, f"(x — tv) exp <—/ alz+ (s — t)v)ds)
0
t
+Lisr fp (E— 7o, 2%) exp (—/ a(x + (s — t)v)ds)
t—Tz
de sorte que, pour tout A > 0,
Tz t
F(\z) = / f7(x —tv) exp <—)\t - / a(x — sv)ds) dt
0 0
+oo Te
+ / [y (t — 7z, x") exp <—)\t - / a(x — sv)ds) dt.
T, 0

x
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Lorsque f,” = f, (y) est indépendante de ¢, sa transformée de Laplace vaut, pour tout
A >0,

_ 1 . _
Fy (/\vy):be (y), yeoa,

de sorte que

F(\z) = /OTZ fi(x —tv) exp (—)\t = /Ot a(x — sv)ds) dt

+ fb_(;p*) exp < /OTI a(x — SU)dS) /JFOO e~ Mt

x

Te t
= / " (x —tv) exp (—)\t — / a(x — SU)dS) dt
0 0
+ 1, <o by (A, 27) exp <>\Tz - / ’ a(x — sv)ds) )
0

Apreés ces remarques préliminaires, esquissons la théorie d’existence et unicité de
la solution du probléme au limites pour ’équation de transport stationnaire

AF(z)+v-VF(z)+ A(@)F(z) = Q(x), ze€.

Tout d’abord, précisons la notion de solution généralisée de ’équation de transport
stationnaire.

Définition 2.6.1 Soient Q ouvert a bord de classe C' de RN etv € RN \{0}. Soient
AeC), e R etQ € Cp(Q). Une fonction mesurable F définie p.p. sur Q est
solution généralisée de l’équation de transport

AF(z)4+v-VF(z)+ A(x)F(z) =Q(x), z€Q,
si et seulemement si la fonction
s+ F(x + sv)

est de classe C* p.p. en x €, et vérifie

/\F(J:—i—sv)—i-%F(w—i—sv)—l—A(x—!—sv)F(w—i—sv):Q(x—i—sv), x4+ sv e,
p.p. en x € Q.

Voici le résultat principal d’existence et unicité d’une solution généralisée pour
I’équation de transport stationnaire.

Théoréme 2.6.2 Soient Q ouvert a bord de classe C' de RN, et v € RN \ {0}.
Supposons que A est une fonction continue sur ) telle que

A(x) > 0 pour tout z € Q.
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Sotent A >0, Q € Cy(Q) et F,, € L0027 ). Alors le probleme auz limites
AF(z)+ vV F(z)+ A(x)F(z) = Q(x), z€Q,
F|aQ— =k,

admet une unique solution généralisée F' € L>(Q), qui est donnée par la formule

F(z) = /On exp ()\s = /05 Az — Gv)d‘g) Q(z — sv)ds (2.2)

+ 1, cioc By (2%) exp (—/\Tm - / ’ Az — 91})d9> p.p. enx € ),
0

ou on rappelle que T, désigne le temps de sortie de ) partant de x € € avec la vitesse
—v, tandis que r* = x — V.

Démonstration. Procédons par condition nécessaire.
Si F est une solution généralisée de 1’équation de transport stationnaire, on a

disF(x +sv)+ A+ A(z + sv))F(x + sv) = Q(z + sv),

c’est-a-dire p .
I <F(x + sv) exp <)\s + / Az + 0v)d0>>
8 0
= exp <)\5 + / A(x + Hv)dﬂ) Q(x + sv)
0

pour tout s tel que = + sv € Q, p.p. en x € Q. Intégrons chaque membre de cette
égalité pour s €] — 7,,0[ :

F(z)— lim (F(m + sv) exp ()\s + /0 A+ ev)de»

s—(—7g) T

= /O exp (As + /OS Az + 91))d0> Q(x + sv)ds

—Te

= /Tm exp (—)\s + /_S A(x + Hv)dH) Q(x — sv)ds
0 0

_ /O exp (—)\s > /0 Al — 9v)d9) Qe — sv)ds.

Supposons dans un premier temps que 7, = +00. Alors, comme F € L*(Q), A > 0
et A > 0, pour presque tout x € €2, il existe une suite s,, — —oo telle que

|F(z + spv)| exp (/\Sn + / Az + Gv)do) < || F|| poo @y — 0
0
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lorsque s,, — —oo. Par conséquent

F(z) = /04_0O exp (—)\s - /08 Alx — 91})d9> Q(xz — sv)ds

p.p.- en x € Q tel que 7, = +oo.
Au contraire, si 7, < +00, alors

lim (F(x + sv) exp ()\5 + /0 A+ 011)d0>>

S—>(_7—m)+
=F, (z")exp (—)\Tx - / ’ Az — Hv)de) .
0

Donc

F(z) = /OTI exp (—)\S - /Os Az — 91})d9> Q(z — sv)ds

+ 17',1<+00Fb_ (II}'*) eXp <>\7_:E - / ’ A(Z’ - Gv)dﬂ) .
0

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la formule ci-dessus définit bien une
solution généralisée de ’équation de transport stationnaire. m

L’équation de transport stationnaire vérifie également une estimation L analogue
au principe du maximum que nous avons déja exposé dans le cas d’évolution.

Théoréme 2.6.3 Soient 2 ouvert a bord de classe C! de RN, un vecteur vitesse
v e RN\ {0}, et A, une fonction continue sur € telle que

A(x) >0 pour tout x € ().

Sotent A > 0, Q € Cp(Q) et F” € L>(0Q). Alors la solution généralisée F € L>(12)
du probléeme auzx limites

AF(z) +v-V,F(x) 4+ A(x)F(z) = Q(z), =z €,
Flog- = Fy
vérifie l’estimation

1 _
I l=(ey < max ({1@ll=(ey. I o) -

De plus, si Q >0 p.p. sur Q et F,” >0 p.p. sur 007, la solution F' vérifie

F>0 p.p. surf.
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Démonstration. Partons de la formule du théoréme précédent donnant la solution
généralisée F :

F(z) = /Tm exp (—)\s - /5 Az — Gv)de) Q(z — sv)ds
0 0
+ 1 cqooky (z*)exp <_)\Tw — /Tm Az — 91))(19) ,
0

p-p. en z € . Donc, p.p. en z € €,
F@I< [ eNIQe - solds + |Fy (@)
0

< [1Qllz= @ / e Nds + |[Fy || p=(oa-ye ™

1— e—)\Tm B 3
= HQ”LOO(Q)f + |y [ Lo a0-ye

ATz

1 _
< max (/\”Q”LOO(Q)» I F ||L°°(aQ—)) .

La positivité de F' lorsque > 0 p.p. sur 2 et F,~ > 0 p.p. sur 02~ se lit de facon
triviale sur la formule explicite donnant F'. m

2.7 Exercices

Exercice 2.1 (Cas oul 0 n’est pas constant) Soit [’équation

%(t,x)+v%(t7x)+a(t,x)f(t,x) =S(t,z), z€R,t>0,

pour une vitesse v € R donnée et avec une condition initiale fo(z). Montrer que
t
f(t,x) = e 2@ o (x — tv) + / e A@EDS(t — 5 0 — vs)ds,
0

ot A = A(x,t,s) est une fonction & déterminer.

Indications : On peut utiliser le Théoréme 2.1.3, et en particulier la formule (2.1)
qui fournit évidemment la solution de cet exercice. Une autre approche consiste a
dériver la formule ci-dessus par rapport aux variables t et z et & déterminer I’équation
que doit vérifier A pour que f soit solution de ’équation de transport. Il ne reste plus
qu’a montrer que la solution de cette équation est donnée par la formule du théoréme :

A(x,ts)z—/ ot — 7,2 —TV)T.
0
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Exercice 2.2 (Cas “ stationnaire ) On considére l’équation

)+ 020+ of() = S(t), weR, 150,

pour z € R, v € R* donné et o constant. On cherche une solution de la forme
f(t,$) = er(l')'
1. Montrer que dans ce cas S doit étre de la forme

S(t,xz) = s(x)eM.

2. Quelle est l’équation satisfaite par f? Montrer, en supposant f bornée, que

fay=1 / NI () dy

—o00
ou

~ 1 Rl y—z
f(x) = _*/ TN s(y)dy

v
susvant le signe de (o + X)/v (on suppose o + A #0).
8. Comment ces formules se généralisent-elles en dimension supérieure ?

Indications : la premiére formule recherchée est a variables séparées : on I'obtient
en insérant la forme de f directement dans 1’équation. Les fonctions proposées au
point 2 sont “évidemment” solutions : mais il faut vérifier I'intégrabilité, et c’est 1a
que le signe de (c+\) /v entre en ligne de compte. Pour la question 3, voir le Théoréme
2.6.2.

Exercice 2.3 (Un modéle sans condition au bord) On considére une popula-
tion de cellules avec un modeéle structuré en dge a > 0. L’inconnue est n(t,a). Le
vieillissement se contréle par lajout journalier d’une substance chimique représenté
par une fonction continue v vérifiant la condition

0<wv(a) <1, a>0.

L’équation vérifiée par n est

on 0
5 - b—(;(v(a)n) =0.

1. Interpréter les cas v(a) = 1 et v(a) = 0.
2. Soit

N(t) = /000 n(t,a)da

le nombre total de cellules au temps t. On supposera que n s’annule pour a suffi-
sament grand. Montrer que N est croissant en temps, et constant sin(t,0) = 0.
Cela est-il normal ¢ Aurait-on eu le méme comportement avec un modéle de la
forme

Ot a) + o(@) 2

=07
5 %4 (t,a) =071
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3. Déterminer n en fonction de la condition initiale ng, le nombre de cellules par
tranche d’dge a t = 0.

4. Montrer que si 0 < v(a) < Ca pour a proche de 0, alors le modéle n’a pas
besoin de condition au bord de type natalité donnée (n(0,t) = ...) pour étre
bien posé.

5. On suppose v(a) > 0 pour a > 0. Montrer qu’on a le méme résultat sous la
condition supplémentaire

1
1
/ ——da =00.
o v(a)

Indications : comme la fonction v est continue en 0, les conditions des questions 4
et 5 impliquent que la vitesse v(0) est nulle. Dans ces conditions cela explique pourquoi
il n’y a pas besoin de condition “au bord” en a = 0 pour que le modéle soit bien posé.
La condition du 5 peut s’obtenir en calculant le temps pour atteindre 0 le long d’une
caractéristique. De nouveau, on constate que, si ce temps est infini, le bord ne peut
influer sur la solution.



Chapitre 3

L’équation de Boltzmann
linéaire

Ce chapitre est consacré a ’analyse mathématique de 1’équation de Boltzmann
linéaire, qui est 1’équation fondamentale du transport de particules pour tous les
exemples de théories cinétiques présentés au début de ce cours.

Afin de prendre en compte I'extréme diversité de ces modéles, nous considére-rons
cette équation de Boltzmann linéaire sous la forme

(gt +v- Vz> flt,z,v) +alt, z,v) f(t,z,v) = / k(t, z,v,w) f(t, z, w)du(w) ,
RN

ot 'inconnue est une densité de particules f = f(¢,z,v) > 0 se trouvant a l'instant ¢

a la position x et animées de la vitesse v, et o a = a(t, z,v) ainsi que k = k(t, z, v, w)

sont des fonctions continues données.

Comme l’équation de Boltzmann linéaire peut étre utilisée dans des contextes
extrémement divers, il y a une grande variété de choix possibles de I’ensemble des
vitesses v admissibles selon le modéle considéré — et par conséquent pour ce qui est
de l'intégration par rapport a la variable v de vitesse.

La notation

p(w)dp(w)
RN

désignera donc, selon le modéle considéré ! :
(a) l'intégrale de Lebesgue avec une fonction “poids” E = E(w) > 0 mesurable sur
RV :

o(w)E(w)dw
RN

1. Le lecteur ayant quelque familiarité avec la théorie de la mesure pourra résumer les exemples
a)-e) ci-dessous en supposant que p est une mesure de Radon positive sur RY. Toutefois, aucune
connaissance en théorie de la mesure n’est nécessaire pour la compréhension de ce chapitre.

89
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pour toute fonction ¢ € L'(RY, Edw) ; ou bien
(b) lintégrale de Lebesgue
/ o(w)dw
v

sur V, boule ou couronne sphérique de R, pour toute fonction ¢ € L'(V); ou bien
encore

(c) lintégrale de Lebesgue

/v o(w)dw

sur V, réunion finie de boules ou couronnes sphériques concentriques de R~ pour
toute fonction ¢ € L'(V); ou bien encore

(d) lintégrale de surface
/ ¢(w)dw
SN—-1

otl dw désigne I’élément de surface sur la sphére unité S¥~! de RY ; ou enfin

(e) la somme
> pwd(w)

veV

ott V est un ensemble fini ou dénombrable de RY, et (i1, )wey une famille de réels
strictement positifs ; mais aussi

(f) toute combinaison linéaire & coefficients positifs des exemples (a)-(e) ci-dessus.

Le cas (¢) correspond par exemple au modéle du transport multigroupe, le cas
d) a tous les modeéles mettant en jeu des particules monocinétiques — comme par
exemple le transfert radiatif, tandis que le cas (e) correspond a la discrétisation d’une
équation cinétique en la seule variable de vitesse. Ce dernier cas n’est pas sans intérét,
méme si la résolution numérique d’une équation de Boltzmann linéaire nécessite une
discrétisation de toutes les variables t,x,v et pas seulement de la variable v, car il
permet d’étudier par exemple l'influence de la seule discrétisation en vitesse sur la
qualité de I'approximation numérique. On remarquera que les exemples (b) et (c) sont
des cas particuliers de (a) (choisir pour F la fonction indicatrice 1y, de V).

Dans ce chapitre, on étudiera notamment l’existence et I'unicité de la solution
du probléme de Cauchy pour I’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus, ainsi que la
théorie du probléme aux limites pour cette méme équation et sa variante stationnaire.

Contrairement au cas de I’équation de transport libre étudiée au chapitre précé-
dent, I’équation de Boltzmann met en jeu des phénoménes d’échange par rapport au
vecteur vitesse v : ¢’est le role du noyau intégral k(¢, x, v, w) que de modéliser ce type
d’échange. Il n’est donc plus possible de considérer v comme un paramétre, comme
cela a été fait dans le chapitre précédent.
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3.1 Le probléme de Cauchy pour I’équation de Boltz-
mann linéaire

Nous allons appliquer les méthodes de résolution de I’équation de transport déve-
loppées dans le chapitre précédent au cas de I’équation de Boltzmann linéaire la plus
générale.

On considére donc ’équation intégro-différentielle

(aat +v- v:c) f(t, 1’7’0) + a(@x,v)f(tw,u)

= k(t7x7vvw)f(taxaw)d,u(w) +Q(t,x,v),
RN

d’inconnue la fonction de distribution f = f(¢,z,v). On notera dans toute la suite

Kf(t,x,v):/ k(t, z,v,w) f(t, z,w)du(w), (3.1)

RN
et on supposera toujours dans ce chapitre que

a=a(t,z,v) >0 (taux d’absorption),
k=k(t z,v,w) >0 (taux de transition w — v),
pw>0 (mesure de Radon sur RY).

On a vu au chapitre précédent tout l'intérét que présente, pour la résolution des
équations de transport, la notion de solution généralisée — en particulier pour la
théorie du probléme aux limites. En effet, pour que la solution d’une équation de
transport dans un domaine & bord régulier de R, méme convexe, soit de classe
C', il faut imposer aux conditions initiales et sur le bord de vérifier des conditions
de compatibilité assez lourdes. On a vu également que, lorsque le domaine spatial
ou I’équation de transport est posée n’est pas convexe, la solution du probléme aux
limites comporte en général des discontinuités.

A partir de maintenant, nous allons donc nous contenter d’étudier le probléme de
Cauchy dans le cadre des solutions généralisées.

Il existe plusieurs notions possibles de solution généralisée pour 1’équation de
Boltzmann linéaire. Voici celle que nous utiliserons.

Définition 3.1.1 Soit Q = Q(t,z,v), fonction continue sur |0, T[xQ x RN. Une
fonction f = f(t,z,v) continue sur]0,T[xQ x RN est solution généralisée de l’équa-
tion de Boltzmann linéaire

of

a+v~vzf+af:ICf+Q
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si et seulement si, pour tout (t,z,v) €]0, T[xQ x RY, la fonction
s f(t+ s,z + sv,v) est de classe C' pour x + sv € €,

et vérifie, pour tout s € R t.q. x + sv € (1,

%f(t—i—s,x—ksv,v)—|—a(t—|—s,x—|—Sv,v)f(t—|—8,a:+sv,v)
=(Kf+Q)(t+ s,z + sv,v).

A vrai dire, ce n’est pas la notion la plus générale de solution que 'on pourrait
imaginer. Par exemple, il suffirait de demander que la fonction

s f(t+ s,z + sv,v)

soit absolument continue (c’est-a-dire primitive d’une fonction L'), ou au moins lip-
schitzienne, (c’est-a-dire, de fagon équivalente, primitive d’une fonction L>°). Se res-
treindre au cas ol cette fonction est de classe C'' permet d’éviter le recours a des
arguments quelque peu techniques sur l'intégration au sens de Lebesgue.

En contre-partie, cela exige que la solution f soit non seulement bornée mais encore
continue — ce cadre excluant la possibilité de traiter le cas d’équations de Boltzmann
linéaires posées dans un ouvert non convexe. Toutefois, les démonstrations que nous
allons présenter ci-dessous dans le cadre de fonctions continues bornées s’étendent
trés facilement au cas de fonctions L°°, a condition de savoir que toute fonction
lipschitzienne sur un intervalle de R est dérivable p.p., et la primitive d’une fonction
de L (théoréme de Rademacher : cf. par exemple 'exercice 10 du chapitre 7 dans

[53]).
3.1.1 Existence et unicité pour le probléme de Cauchy

Commengons par un résultat d’existence et unicité de la solution généralisée du
probléme de Cauchy pour I’équation de Boltzmann linéaire posée dans ’espace des
phases RY x RY.

Théoréme 3.1.2 Soient une donnée initiale " = f"(z,v) € Co(RN x RN) et un
terme source Q = Q(t,x,v) € Cy([0,T] x RN x RN). Supposons que

0<acC([0,T] x RY x RY) et 0 <k € Cy([0,T] x RY x RY xRYY),
et que de plus

sup E(t,z,v,w)dp(w) < +00.
(t,2,v)€[0,T]xRN xRN JRN

Alors le probléeme

Y tv-Vof+af =Kf+Q, t€]0,T[, z,veRY

f’t:O =fr

admet une unique solution généralisée f € Cy([0,T] x RY x RV).
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Contrairement au cas de I’équation de transport étudiée au chapitre précédent, on
ne dispose pas, pour ’équation de Boltzmann linéaire, de formule explicite commode
en donnant la solution. Il est toujours possible d’écrire la solution sous forme d’une
série dont le n-iéme terme général est une intégrale sur un simplexe de dimension
croissant avec n, en itérant sur la formule de Duhamel (cf. la démonstration du Théo-
réme 3.1.2 pour une présentation équivalente quoique légérement différente). Une telle
formule s’interpréte trés simplement comme ’analogue d’une formule des caractéris-
tiques pour ’équation de transport dans le cadre des processus stochastiques — voir
la section 3.3.

Plus précisément, la formule découlant de I'application de la méthode des carac-
téristiques ne donne qu’une relation implicite portant sur la solution généralisée f —
autrement dit une équation intégrale vérifiée par f.

En réalité, la méthode des caractéristiques conduit aux deux formulations inté-
grales suivantes pour I’équation de Boltzmann linéaire :

lére formulation intégrale : pour tout (¢,z,v) € [0,7] x RN x RY,
t
ft,z,v) = exp (—/ a(s,x + (s — t)v,v)ds) [z — tv,v)
0
t t
+/ (Kf+Q)(s,z+ (s—t)v,v)exp (—/ a(@,z+ (0 — t)uv)d@) ds;
0 s
2éme formulation intégrale : pour tout (t,z,v) € [0,7] x RV x RV,
t
f(t.0) = 7o = to0) & [ (6 + @ af) (s + (s = v, v)ds.
0

Pour obtenir la premiére formulation, on applique la méthode des caractéristiques
a I’équation de transport

(;—&-U-Vx)f—kafzs

avec

S=Kf+Q.
Autrement dit, on écrit que

% (f(t+s,a:+sv,v)exp (/ a(t+9,x+0v,v)d0)>
0

S

=(Kf+Q)(t+ s,z + sv,v)exp (/ a(t+9,m+9v,v)d9> .
0

Pour obtenir la seconde formulation, on applique cette fois la méthode des caracté-
ristiques & I’équation de transport

0
(&+v~vm>f—8,
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avec

S=Kf—-af +Q.
C’est-a-dire que 'on écrit que
d
%f(t—f—s,m—l—sv,v) =(Kf—af +Q)({t+s,x+ sv,v).

La démonstration du théoréme 3.1.2 ci-dessus est basée sur un argument de point
fixe pour la lére formulation intégrale. Autrement dit, on cherche une fonction f €
Cp([0,T] x RN x RM) telle que

f=FIf"Q+Tf,

en posant

Tyg(t,z,v) = /Ot Kg(s,z+ (s —t)v,v) exp (— /St a(f,x + (0 — t)v,v)d@) ds,

et
F[f™, Ql(t,z,v) = f™(x — tv,v) exp (— /075 a(f,z+ (0 — t)v,v)d0>

t t
+ / Q(s,x + (s — t)v,v) exp (/ a(f,x+ (0 — t)v,v)d9> ds.
0 s
Démonstration. Puisqu’il s’agit de trouver un point fixe a 1’équation

f=Ff™Q+Tf,

suivant la méthode d’itérations successives de Picard, nous allons chercher la solution
généralisée f sous la forme

f=> T'F[f",Ql.

n>0
Introduisons 'espace fonctionnel
Xr = Gp([0,T) x RY x RY),
qui est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme

éllxr = sup o(t, 2, v)].
(t,z,0)€[0,T]xRN xRN

Les hypothéses faites sur le noyau de transition k montrent que K est une appli-
cation linéaire continue sur X, avec

1Kol a7 < M|,
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pour tout ¢ € X, ot 'on a noté

M := sup / k(t, z,v,w)dpu(w) < +00.
(t,z,0)€[0,T]xRN xRN JRN

Définissons pour tout ¢ € C([0,7] x RN x R¥) la fonction
to
So(t,ta, x,v) := o0, + (0 — ta)v,v)db .

t1

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction S¢ est
continue sur [0, T)? x (RY)2, et, pour tout g € C([0,T] x RY x RY), la fonction

t
Tg(t,z,v) = / Kg(s,z + (s — t)v,v) exp(—Sa(s,t,z,v))ds
0

est continue sur [0,7] x RN x RY. On démontre de facon analogue que la fonction
F[fi" Q] définie plus haut est continue sur [0,7] x RV x RV,
Comme a > 0,
0 < exp(S(—a)(s,t,z,v)) <1

pour tout s,t € [0,7] et x,v € RV.
Donc, pour tout g € Xr

t
Tt z,0)| < / Kg(s, 2+ (s — 1)o,0)|ds < MT]glly .
0

de sorte que
1T gllar < MT]g| xr -

De méme
IEL" Qlllar < 1"z @y xryy + TlQ 2y -

Evidemment, par une récurrence immédiate,
TFIf™,Q) € Xr avec [|[T"F[f™, Q|lxr < (MT)"|F[f™, Q] xr

pour tout n € N, estimation que 1’on va améliorer.
En effet, pour tout g € Xp, 'on a

t
[Tt )Ml @y xry) < M/ ||Tn719(t1a'a')HL""(RNxRN)dtl
0

t t1 th—1
SM”/ / / ||g(tn"7')||LOO(RN><RN)dtn..-dt1
0 JO 0

(Me)"
< .y 9|l Lo (RN xRN -
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Par conséquent, pour tout n > 1, 'application linéaire 7" est continue de l’espace de
Banach X7 dans lui-méme et sa norme vérifie, pour tout n € N

(1)
17"l een < =

En particulier, d’aprés ce qui précéde

1T FL Qg < Y

1P, Qlll e
(MT)

< (L™ oo mv xmavy + T1@Qllr )

> TUFIQ)

n>0

de sorte que la série

converge normalement dans Xr. L’espace X7 étant complet pour la norme || - || x,. de
la convergence uniforme, on en déduit que cette série converge dans X7, et on pose

f=)_T"F[f™ Q] € Xr.

n>0

Evidemment, comme 'application 7 est linéaire et continue sur X7, 'on a

f F fzn + Z TEF fzn

n>1
=F[f™ QI+ T | Y. T"F[f™, Q| = Flf™.Q+Tf,
n>0

ce qui montre que la fonction f définie par la série ci-dessus vérifie bien la lére
formulation intégrale de 1’équation de Boltzmann linéaire sur [0, 7] x RY x RV,
En particulier, posons

S=Kf+QeCy([0,T] x RN x RY);

on vient de montrer que

flt,z,v) = exp< /t a(s,z+ (s ~t)v,v)ds) f(x — tv,v)
/Ssx+s—t) )exp( /:a(e,x+(a—t)u,v)da>ds,

ce qui, d’aprés le Théoréme 2.3.2 (avec 7,, = 400), équivaut a dire que, pour tout
v € RY, la fonction (t,x) + f(t,z,v) est solution généralisée du probléme de Cauchy

(% +v- Vf) f(a ~,”U) + a('v '7U)f('7 ',’U) = S(a '7”) )
f('v '7U)|t:0 = fin(.’v) .
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Donc la fonction f définie par la série ci-dessus est bien solution généralisée de I’équa-
tion de Boltzmann linéaire.

Montrons que c’est la seule.

S’il existait deux solutions généralisées f; et fo du probléme de Cauchy ci-dessus
pour ’équation de Boltzmann linéaire, I’on aurait

{ fle[flan]+Tfl7
fa=F[f"Ql+Tf2,

de sorte que, par linéarité de I'application 7T, 'on aurait
(fo=f1)=T(f2— fr).
On concluerait alors que f; = fo grace au lemme ci-dessous. ®

Lemme 3.1.3 Avec les mémes hypothéses et notations que dans le théoréme ci-
dessus, l'unique élément g € X vérifiant

9="Tg
est
g=0.
Démonstration. Si g € Xp vérifie
9="Ty,
alors
g=Tg=T(Tg)=...=T"g

pour tout n € N.
Or on a établi dans la démonstration du théoréme que, pour tout n € N,

(MT)"

1T cxery < ]

Comme
(MT)"
n!

— 0 pour tout 7" > 0 lorsque n — 400,

on conclut que

MT)"

: (
lgllar < ITecxnllgllar < =—==llgllxr =0

lorsque n — 400, d’oit le résultat. m
La démonstration du Théoréme 3.1.2 fournit en particulier une expression explicite
de 'unique solution généralisée du probléme de Cauchy pour I’équation de Boltzmann
linéaire of
S +o-Vof+af =Kf+Q, t€)0,T[, z,veRY

f|t:0:fm'
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Cette solution est en effet donnée par la formule, parfois appelée “série de Duhamel”,

f — ZT?LF[‘)("L'TL’Q} ,

n>0

et chaque terme de la série ci-dessus est explicite en fonction de la donnée initiale
fi™ et du terme source Q. Comme nous l’avons dit plus haut, nous verrons dans la
section 3.3 comment interpréter ’expression ci-dessus comme ’analogue de la formule
des caractéristiques pour I’équation du transport. La différence entre la formule ci-
dessus donnnant la solution de I’équation de Boltzmann linéaire et la formule des
caractéristiques pour 1’équation de transport libre est que, dans le cas de ’équation
de Boltzmann linéaire, les caractéristiques sont des lignes brisées aléatoires.

3.1.2 Estimation L*° pour le probléme de Cauchy

Comme pour I’équation de transport, il est important de savoir estimer la solution
généralisée d’'un probléme de Cauchy pour ’équation de Boltzmann linéaire & partir
de bornes sur sa donnée initiale et sur le terme source. En réalité, il est encore plus
important de disposer de ces informations dans le cas de I’équation de Boltzmann
linéaire, puisque la série de Duhamel donnant la solution de ’équation de Boltzmann
linéaire en fonction de la donnée initiale et du terme source est nettement plus com-
plexe — et donc moins facilement utilisable — que la formule des caractéristiques
donnant la solution de I’équation de transport.

Proposition 3.1.4 Soient une donnée initiale f* = fi"(z,v) € Co(RN x RYN) et
un terme source Q = Q(t,z,v) € Cp([0,T] x RN x RN). Supposons que

0<acC(0,T] x RY xRY) et 0< k€ Cu([0,T] x RY x RY x RY),

et que de plus

sup k(t, xz,v,w)dp(w) < +00.
(t,z,v)€[0,TIxRN xRN JRN

Si on a
>0 sur RN xRN et Q >0 sur [0,7] x RN x RV,

la solution généralisée f € Cy([0,T] x RN x RY) du probleme de Cauchy
F+v-Vof+af =Kf+Q, t€]0,T[, z,0eRN,

f|t:0:fm’

vérifie
f>0sur[0,T] x RN x RV,
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Ce résultat est évidemment trés naturel du point de vue physique, puisque f est
censée représenter la densité de nombre des particules dans ’espace des phases.
Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration du Théoréme 3.1.2.

La solution généralisée f a été obtenue comme somme de la série de Duhamel

F=Y_TFIf™,Ql,
n>0

ol on rappelle que

Tg(t,z,v) = /Ot Kg(s,z+ (s —t)v,v) exp ( /: a(f,x+ (0 — t)v,v)d0> ds,

et
t
FIf™ QI(t,2,v) = f"( — tv,v) exp (— / a(d,x + (0 - t)o, v)df))
0

+ /Ot Q(s,z+ (s —t)v,v) exp (— /St a(f,z+ (0 — t)v,v)d9> ds.

D’une part, si f* > 0 sur RY x RN et Q > 0 sur [0,7] x RN x R, la définition
ci-dessus montre que

F[f™ Q] > 0sur [0,T] x RN x RV .

D’autre part, comme k = k(t,z,v,w) > 0 sur [0,7] x RY x RY x R

g>0sur [0,7T] x RY x RY = Kg > 0sur [0,7] x RY x RY.
Donc
g>0sur 0,7 xRY x RY = Tg>0sur [0,7] x RY xRY,

de sorte que, par une récurrence immédiate,
TF[f",Q] > 0sur [0,T] x RY x RY

pour tout n > 0.
La solution généralisée f est donc positive comme somme de la série & termes
positifs
F=Y_TFIf™Ql,
n>0
d’aprés la démonstration du Théoréme 3.1.2. m

Remarque : La solution généralisée f vérifie aussi

(t.2.0) < S I el Qe < 3 S g,
n>0 n>0 '

< (1f™ e my xry) + TNQl £os (jo,71x RN XRN))eMt )
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avec

M= sup [ kv wlduw),
(t,z,v)€[0,T]xRN xRN JRN

mais cette estimation peut étre améliorée, comme on va le voir.

Proposition 3.1.5 Soient une donnée initiale f" = fi"(x,v) € Co(RN x RY) et
un terme source Q = Q(t,z,v) € Cyp([0,T] x RN x RN). Supposons que

0<acC(0,T] x RY xRY) et 0< ke Cy([0,T] x RY x RY x RY),

et que de plus

sup k(t, z,v,w)du(w) < +0oo.
(t,z,v)€[0,TIxRN xRN JRN

Alors la solution généralisée f € Cy([0,T] x RN x RN) du probleme de Cauchy

Y tv Voftaf =Kf+Q, t€l0,T[, z,ve RN,

f|t=0 = fln )
vérifie, pour tout (t,z,v) € [0,T] x RN x RV,

Ftz,0) < (1"l @y xray + TIQN oo (0,71 xRN xmy) e

ol

D— sup (/;NkUJQMUOMKw)—a@JQM) ,

(t,2,v)€[0,T] xRN xRN +

—avec la notation habituelle z4 = max(z,0).

La différence entre cette majoration et celle de la remarque précédente est évidente.
Dans la majoration de la remarque ci-dessus, le terme d’absorption af au membre de
gauche de ’équation de Boltzmann linéaire ne joue aucun role, et I’estimation finale
ne fait intervenir que la constante M = ||K1||p~, qui ne dépend que du terme de
scattering. Au contraire, la majoration du théoréme fait intervenir le taux d’absorption
a (et plus précisément, ’équilibre entre absorption et scattering) a travers la constante
D = ||(IK1 = a)4 || intervenant dans l’estimation finale de la solution.

L’intérét de cette majoration par rapport a celle de la remarque précédente est
qu’on peut avoir & estimer la solution d’une équation de transport dans des situations
asymptotiques ol

Kl = E(t,z,v,w)dp(w) > 1leta>1,
RN

mais ou

(K1—-a); =0(1).
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Ce genre de situation est typique des cas ol ’approximation de ’équation de Boltz-
mann linéaire par une équation de diffusion est justifiéce — et d’ailleurs nous verrons
que la Proposition 3.1.5 joue un réle absolument crucial dans la démonstration de
cette approximation.

Cas particuliers importants :

1) Supposons que ’absorption domine la création de particules, c¢’est-a-dire que
K1(t,z,v) = / . k(t, z,v,w)dp(w) < a(t,z,v) .
R
Alors, pour tout (¢, z,v) € [0,7] x RY x RV
f@tz,v) < ||fm||L°°(RNxRN) + T||QHL°°([O,T]><RN><RN) .

2) Principe du maximum faible : si 'absorption domine la création de particules et
que de plus QQ = 0, alors

flt,zv) < ||fin||Loo(RNXRN), pour tout (t,z,v) € [0,7] x RY x RV .

Passons maintenant & la démonstration de la proposition ci-dessus.
Démonstration. Soit Z = Z(¢) € R la solution de I’équation différentielle ordinaire

{ Z(t) = DZ(t) + [|Ql Lo (jo, 1) xRN xRN 5
Z(0) = [[f"]| Los (N xRN -

Evidemment
Z(t) = 1f" |y xmmye”" + | Ql Lo (0.1 xmY xmV E(DE), £ 0,

ou
e —1

siz#£0,

1 siz=0.

Considérons la fonction
glt,z,v) = Z(t) — f(t,z,v), (t,z,v)€[0,T] x RN xRN,

Calculons

d . d
el -7 _ =
dsg(t+s,x+sv,v) (t+s) dsf(t+s,x+sv,v)

=DZ(t +5) +||Ql Lo (0,1 xrN xrRN) =K f(t + 8,2 + 50,0)
+a(t+ s,z + sv,0)f(t+s,x+ sv,v) —Q(t + s, + sv,v)
=Kg(t + s,z + sv,v)—a(t + s,z + sv,v)g(t + s,z + sv,v)
+ 1@l Lo (jo, 7 xRN xmN) — Q(t + 5,7 + 50, )
+(D-Kl+4a)(t+s,x+sv,0)Z(t+s).
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Autrement dit, la fonction g est la solution généralisée du probléme de Cauchy

%—H}-ng—kag:ICg—i—S,

9omy = 1F | @ ) = £
ou
S(t,z,v) = [|Ql L~ (o, 71x RN xrN) — Qt, 2, v) + (D — K1 + a)(t, z,v) Z(t).
Comme Z > 0 d’aprés le calcul ci-dessus, on a
S >0sur [0,7] x RN x RV,

tandis que . .
9|t:0 ="l L@y xry) — f > 0 sur RY x RV.

D’aprés la proposition précédente,
g>0sur [0,7] x RY x RV,
d’ol la majoration annoncée puisque
EDt)<ePt, t>0.
En effet, pour tout z > 0, I'on a
2" 2"
E(Z):nzgomﬁnz;oa:@z,

ce qui conclut la démonstration. m

3.2 Le probléme aux limites pour l’équation de
Boltzmann linéaire

On considérera tout au long de cette section un ouvert 2 convexe borné de classe

C' de R”Y; on note n, le vecteur normal unitaire au point x € 9§ pointant vers

lextérieur de Q2.
On notera également dans tout ce qui suit

Iy ={(z,v) €x RN |v-n, >0},
Do = {(z,v) €02 x RN |v-n, =0},
I ={(z,v) €2 xRN |v-n, <0}.
On notera 7, le temps de sortie de €2 dans la direction —v en partant de x € Q) :

c’est-a-dire que B
Tz =1nf{t > 0‘.’E—t’l) ¢ Q}
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Dans le chapitre 2, on avait supposé que toutes les particules étaient transportées avec
le méme vecteur vitesse v, et c¢’est pourquoi le temps de sortie ne dépendait que de
la variable de position z. Comme on I’a dit dans I'introduction du présent chapitre,
I’étude de ’équation de Boltzmann linéaire impose de considérer des populations de
particules de vecteurs vitesses quelconques. Le temps de sortie est donc tout naturel-
lement, pour de tels systémes de particules, une fonction des deux variables = et v, ce
qui justifie la notation ci-dessus, différente de celle adoptée dans le chapitre 2.

Tout au long de cette section, on fait I’hypothése suivante sur les taux d’absorption
et de transition :

0<acCyRy xQ, xRY),

0<keCy(Ryx Q2 xRYxRY),

(H)
sup k(t,ﬂf,U,U})d‘u(w) < +00.
(t,z,0)eRL xOxRN JRN
3.2.1 Existence et unicité pour le probléme aux limites

Nous allons commencer par étudier le probléme aux limites ol on prescrit la valeur
au bord de la fonction de distribution des seules particules entrant dans le domaine
spatial sur lequel est posée I’équation de Boltzmann linéaire.

Cette condition aux limites n’est pas la plus naturelle dans la plupart des appli-
cations — d’ailleurs nous donnerons plus loin d’autres exemples de conditions aux
limites que l'on rencontre en pratique dans I’étude de 1’équation de Boltzmann li-
néaire. Toutefois, on s’y raméne presque toujours en pratique. C’est pourquoi nous
allons étudier cette condition aux limites en détail dans ce paragraphe.

Théoréme 3.2.1 Soient des données f" € Cy(Q x RY), f,7 € Cp([0,T] x ') t.q.

fl:(()?yvv) = fin(:%v) pour tout (ya U) S )

et Q € Cy([0,T] x Q x RN). Il existe une unique solution généralisée f dans l’espace
Cy([0,T] x Q x RN) pour le probléme

%—FU-fo—Faf:ICf—FQ, t€lo,T[, x€Q, ve RN,
fle =1
f|t:0:fm'

Voici comment la condition aux limites modifie la premiére formulation intégrale
vérifiée par la solution généralisée du probléme de Cauchy.
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lére formulation intégrale :

flt,z,v) = Li<r, , f"(x — to,v) exp (— /t a(s,z+ (s — t)v,v)ds>
0

—Tz,v

¢ t
—|—/ exp <—/ a0,z + (0 — t)v, v)d@)
(t—Tew)+ s

X(Kf+Q)(s,x+ (s —t)v,v)ds,

t
+lisr,  fy (t = Tow, Ty, v) €xp (—/ a(s,z+ (s —t)v, v)ds)
t

ou on a noté
Ty =T — Ty ¥
et z4 = max(z,0).
La démonstration du théoréme ci-dessus suit de trés prés celle du Théoréme 3.1.2
pour le probléme de Cauchy. Nous nous contenterons donc de I'esquisser en insistant

sur les différences entre les deux arguments.
Démonstration. On cherche une fonction f telle que

f=Ff" . Qu+Tf
en posant

T'g(t,z,v) =
t t
/ Kg(s,z+ (s —t)v,v)exp (—/ a(f,z+ (0 —t)v, U)d9> ds,
(t—Ta,v)+ s
et )
F'If" fy Qlt w,0) =

¢
1t§nyvf""(x — tv,v) exp (—/ a(f,x + (0 —t)v, v)d@)
0

t
Flisr, , [y (t = Tow, Ty, v) €Xp (/ a(s,z + (s —t)v, v)ds)
t

t t
+/ Q(s,z+ (s —t)v,v) exp <—/ a(0,z 4+ (0 — t)v, v)d@) ds.
(t_Tz‘v)+ S

En procédant comme dans la Proposition 2.2.5, comme 'ouvert 2 est convexe &
bord de classe C'', on montre que I’application

T:T_ xR% 3 ((z,v),t) = (z +tv,0) € RY x (RV\ {0})

est de classe C' et injective, et que DW((xg,vp),t9) est un isomorphisme de
Ty xR sur RY x RN pour tout (xo,v9) € I'— et tout ¢y > 0. L’application
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¥ est donc un C*-diffeomorphisme de ' x R sur son image ¥(I'_ x R%), qui est
un ouvert de RY x (RY \ {0}). Or

YIT_xRNEOQ@xRY) = {(z,v) € O x RN s.t. 7, <00} = W.
On en déduit que les applications
W3 (z,v) = 70 € R

et
QxRN 3 (z,0) = 7,,|v| € Ry

sont continues.

De plus, comme les données f" et f,~ vérifient la relation de compatibilité sur
{0} xT'_, la fonction F'[f™", f,~, Q] est continue sur [0,7] x Q@ x RN. Et comme a > 0,
on a

|F/[fmv fb_a Q](t,x, v)| < ]-tS‘l'x,u fm(x - tv’v)| + 1t>7-:c,'u

fy (€ = To s 27, 0))

t
—l—/( |Q(s,z + (s — t)v,v)|ds

t_Tz,v)+

t
< max (|| f | Lo @xryys 15 oo o.myxr_)) +/ 1Q, -, )L @xr™)
0
puisque (t — 7,.,)+ > 0. Par conséquent
IF'f™, £y Qlll o= (0,11 x xR
< max (|| f7] Lo @xrn), 15 Il o,rxr_)) + TIQI o< (jo,71x 2 xRN ) -

Cette fois, on va chercher la solution généralisée sous la forme

f — Z TmF/[fm,fl:,Q] .

n>0

Exactement comme dans le cas du probléme de Cauchy dans R™ x RY, on montre
que la série ci-dessus converge normalement dans l’espace fonctionnel

Xf = Cy([0,T] x Q@ x RY)
muni de la norme de la convergence uniforme

10]] 27 == sup |6(t, 2, v)],
(t,z,0)€[0,T]xQxRN

pour laquelle 'espace X7, est un espace de Banach (attention, I’exposant / est une
notation qui ne désigne pas l’espace dual ici).
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En effet, pour tout g € XJ, on a

t

[T g(t,z,v)| < /( : IKg(s,z+ (s —t)v,v)|ds
t—Te,v)+
¢
<M ( ) Hg(sa ~N ')”LOO(QXRN)dS
t—Tx,v)+

pour tout (z,v) € Q x RN et tout ¢ € [0, T]. Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 7],

t
179t )l L= (axray < M/ 1T g(s, ) e (@xrr)ds
0

(MT)"
< o 191l Lo (0,7 x ax RN)
d’oll
17" ey < o
Ainsi
n in — (MT)n in —
SNTE U £y Qllag < Y- Iy Qllla < oo
n>0 n>0|

Autrement dit, cette série converge normalement dans 'espace X7. Cette espace
étant complet pour la norme || - HX%, la série ci-dessus converge donc dans X, et on
pose

f=Y_T"Ff" §,,Q],
n>0
ce qui définit f € AT
Par linéarité de I'opérateur 7', on a

F=Ff" 5Qu+ Y T F ™, f,,Q

n>1

=F[f" £ QU+ T | YT F' ™, f,,Q)

n>0
=PI £ QU+ T'f

de sorte que la fonction continue f ainsi construite vérifie la 1ére formulation intégrale
de I’équation de Boltzmann linéaire.
Posant

S=Kf+QeC(0,T] x2xRN),
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on aboutit au fait que f vérifie

t
flt,x,v) = ltgfmfm(x — tv,v) exp (/ a(s,z+ (s — t)v,v)ds)
0

t

+1t>7—z,vfl:(t - Tm’mib‘:,’v) €xXp <_/
t

—Tzx,v

a(s,x + (s — t)v, v)ds)

+/(t o (— /: a0,z + (6 — t)v, U)d9> S(s,x+ (s — t)v,v)ds,

t—Tz, v

ce qui, d’aprés le Théoréme 2.3.2, équivaut a dire que, pour tout v € R¥, la fonction
(t,x) — f(t,x,v) est solution généralisée du probléme de Cauchy

(% +v- vm) f(v '7U) + a’(', ',’U)f(', '7’0) = S(a ',’U) 3
£ mpeon- = f (o0,

I 'av)’t:() = fin("v) :

Donc la fonction f définie par la série ci-dessus est bien solution généralisée de I’équa-
tion de Boltzmann linéaire.
C’est la seule, car s’il en existait deux, disons f; et fa, 'on aurait

h—f=T(i—f)=...=T"(fi — f2)
pour tout n € N, de sorte que
(MT)"

1f1 = Fellay < NT"ccapllfr = fallag < o

fi = fallxz — 0

lorsque n — +00. On en déduirait donc que || f1 — f2|lx;, =0, d’ott f1 = fo. =

3.2.2 Estimation L* pour le probléme aux limites

Comme nous 'avons fait dans le cas du probléme de Cauchy posé dans ’espace
euclidien, nous allons maintenant étudier comment controéler la taille de la solution
en fonction de celle de la donnée initiale et de la donnée au bord du domaine spatial.

Le résultat principal dans cette direction est le

Théoréme 3.2.2 Soient des données f™ € Co(Q x RN), f; € Cy([0,T] x I'_) t.q.
fb_‘t:o = fm|F7 et Q € Cp([0,T] x Q x RN), et soit f l'unique solution généralisée
du probleme

YU tv-Vof+af=Kf+Q, t€)0,T[, 2€Q, veRN,
fle =18,
f|t:0:fm'
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(1) Si fm >0 surQ, f7 >0 sur[0,T) xT_, et Q>0 sur[0,T] x Q x RV,
alors f >0 sur [0,T] x Q x RV ;
(2) de plus, pour tout (t,z,v) € [0,T] x Q x RY,
f(t z,v) < max([| f™| o axrays 1y e o,rxr_))e™
+ T)|Ql .= (jo, 11 x 2 xrRNYE"" |

en notant
D= sup (/ k(t, z,v,w)dp(w) — a(t, x, v)) .
(t,z,v)€[0,T]x QxRN RN +

Cas particulier : si on a, pour tout (t,2,v) € [0,T] x 2 x RV,
Kl(t,z,v) = / k(t, z,v, w)du(w) < a(t,z,v),
RN

alors D = 0 et, pour tout (t,z,v) € [0,T] x @ x RV,

f(ﬂ%U) < maX(HmeLoo(QxRN)» ||fb_HL°°([0,T]xF,))
FTNQI Lo (jo, 7] x 2x RN -
Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 3.1.4, on observe

d’une part que, si im >0 sur Q, f,, >0sur [0,7] x I_, et enfin si le terme source
Q > 0sur [0,7] x Q x R, alors, pour tout (¢,z,v) € [0,7] x @ x RY

F'[f™ fy, Q) 2, v)
= Li<r, /" (z — tv,v) exp (— /t a0, + (0 — t)v,v)d&)
0

t

Flisr, Sy (t = Tow, 2y, v) exp ( / a(s,z + (s — t)v, v)ds)
t

>z ,v

+/(t Qs, 2 + (5 — ), v) exp (— /:a(e,x +(0- t)w)da) ds > 0.

t—Tw,v)+
D’autre part, comme k = k(t,z,v,w) > 0 sur [0,7] x @ x RN x RV,
g>0sur [0,7] x QxRN = Kg>0sur [0,7] x Q@ xRV,

ce qui entraine que
T'g>0sur [0,7] x Q xRV
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Par conséquent
TrEf™ f7,Ql >0 sur [0,7T] x @ x RN,

de sorte que la solution f du probléme aux limites considéré, qui est donnée par la
série
F=Y T FI™ §7,Q],
n>0
vérifie
f>0 sur0,7] xQ xRN,

comme somme d’une série a termes positifs. Ceci démontre le point (1).

Pour vérifier le point (2), on procéde comme dans la preuve de la Proposition
3.1.5.

Soit Y =Y (¢) € R la solution de I’équation différentielle ordinaire

Y (t) = DY (t) + [|Qll L (jo,1)x2xRN) 5

Y (0) = max (|| f™] Lo (axr)s 1f5 Lo qo,mxr)) -

Evidemment

Y (t) = max (”fm”LOO(QxRN)v Hfb_||Loo([o,T]xr,)) el

+ Qo (0,1 xrN xRN E(Dt), >0,
ol

-1
€ siz#0,

1 siz=0.

Considérons la fonction
h(t,z,v) =Y (t) — f(t,z,v), (t,z,v)€[0,T] xRN xRN,

On vérifie comme dans la preuve de la Proposition 3.1.5 que la fonction A est la
solution généralisée du probléme aux limites

9h 1 v V,h+ah=Kh+S,
h’r7 > Y(t) _f[j(tv‘v‘)v
hl,_y =Y(0) = ™,

ou

S(t,z,v) = ||Q||L°°([O,T]><RN><RN) - Q(t,z,v) + (D — K1 +a)(t,z,0)Y(t).
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Y (0) = £ = max (| /™| L axrn), | fy Iz o,rixry) = f7 =0
sur  x R, tandis que

Y(t) - f, (t,y,v)
> max (|| /|| L @xry), 15 |n=(o,rxr_)) — fp (ty,v) =0

sur [0,7] x T'_. D’autre part, comme Y > 0 d’aprés la formule explicite ci-dessus, et
que D — K1+ a > 0 par définition de D, on a

S>0 sur[0,7] x Qx RN,

D’apres ’énoncé (1),
h>0 sur[0,7] x QxRN

d’ou la majoration annoncée puisque

E(Dt) <Pt t>0.

3.2.3 Autres conditions aux limites

Jusqu’ici nous avons considéré uniquement des conditions aux limites consistant
& prescrire la valeur au bord de la densité de particules entrant a tout instant dans le
domaine spatial. Comme on I’a vu au chapitre précédent, cette condition est tout a
fait naturelle dans le cas de I’équation de transport avec une vitesse unique donnée.

La situation est différente pour le cas de I’équation de Boltzmann, ou les méca-
nismes d’absorption et de création (par exemple par scattering) mettent en jeu des
phénomeénes d’échange de vitesses.

C’est pourquoi il existe en théorie cinétique de nombreux autres exemples de
conditions aux limites. Nous en présenterons quatre dans cette section.

Dans tous les cas, on considérera I’équation de Boltzmann linéaire sous la forme

(55 + 0+ 9e) £tm.0) = K (t2,0) = alt )t 2,0),

outel0,T],z€Netve RN, avec  ouvert convexe borné a bord de classe C* de
RY, en notant n, le vecteur normal unitaire au point 2 € S pointant vers l’extérieur
de Q. Le terme de scattering K f est donné par un opérateur intégral de la forme

S (to) = [ K00 (6 w)da(w).

RN
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Conditions aux limites périodiques :
L’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus est posée sur le cube [0, L]V, avec les
mémes conditions aux limites périodiques que celles de la Remarque 2.2.9 :

f(t,2;,0) = f(t,&; + Lej,v), z€d(]0,LN),t>0,1<j <N,
ou on rappelle que
;= (1‘1,...,.13]‘_1,0,],‘]‘4,_1,...,.23]\1) et e; = (0,...,0,1,0,...,0).
—— N —r
J—1 N—=j

En suivant le méme raisonnement que dans la Remarque 2.2.9, on considére le
probléme de Cauchy posé dans ’espace entier

(%—i—wvx)F:ICF—aF, (z,v) e RV xRN, t >0,

Fl,_,=F".

Dans cette formulation, a et k sont des fonctions périodiques de période L en chacune
des variables spatiales z1, ...,z x. De méme, la donnée initiale F*" est la fonction pé-
riodique de période L en chacune des variables spatiales x1,...,xn dont la restriction
pour x € [0, L]V est f".

Comme les fonctions a, k et F™ sont périodiques de période L en chacune des
variables spatiales x1,...,zx, on voit que, pour tout k € Z", la fonction F), définie
par Fi(t,x,v) = F(t,z + lk,v) est solution du méme probléme de Cauchy que F.
Par unicité de la solution du probléme de Cauchy (Théoréme 3.1.2), on conclut que
F,, = F pour tout k € ZV, c’est-a-dire que la solution F est périodique de période L
dans chacune des variables spatiales z1,...,zxN.

Alors la solution du probléme aux limites pour ’équation de Boltzmann linéaire
ci-dessus posé dans le cube [0, L]V est la restriction pour = € [0, L]V de la solution
du probléeme de Cauchy, c’est-a-dire que

f(t,z,v) = F(t,z,v) pour tout (¢,z,v) € Ry x [0, L]Y x RV .

Reéflexion spéculaire :

On suppose que chaque particule arrivant sur le bord du domaine €2 en se dirigeant
vers 'extérieur de €2 y est réfléchie vers l'intérieur de €2 suivant la loi de Descartes.
C’est a dire que le vecteur vitesse v’ de la particule aprés collision au point x € 9f2 est
le symétrique orthogonal du vecteur vitesse v de cette méme particule avant collision
par rapport & I’espace tangent & 92 au point x. Autrement dit

v =v—2(vng)ng .

Dans toute cette section, n, désigne le vecteur unitaire normal & 02 au point z, dirigé
vers lextérieur de 2.
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Au niveau de la fonction de distribution, cette condition de réflexion s’écrit
flt,z,v) = f(t,z,v—2(v-ng)ng), vE RY, z€0Q,

pour tout £ > 0.

Par exemple, cette loi de réflexion est vérifiée par l'intensité lumineuse éclairant
une surface extrémement lisse et parfaitement réfléchissante, typiquement un miroir
(d’ou Padjectif “spéculaire”).

Reéflexion diffuse :

Cette loi de réflexion est adaptée par exemple au cas de rayons lumineux éclairant
une surface mate — par exemple un écran de cinéma. Dans ce cas, l'intensité réfléchie
est la méme dans toutes les directions. Traduisons cela au moyen de la fonction de
distribution :

ft,z,0)=F(t,x), v-ny, <0, x€dN.

Il reste a évaluer F'. Faisons I’hypothése que le flux de particules réfléchies par le bord
0f) du domaine est égal, en tout point x € 0S) et pour tout ¢t > 0, au flux de particules
incidentes :

/ F(t,x)|v‘nm|du(v):/ flt, z,w)w - nydp(w), x €0, t>0.
vn,<0 ‘N >0

Cette identité permet d’évaluer F(t, ), et d’en déduire la formulation suivante de la
condition de réflexion diffuse :

/ flt, z,w)w - nydu(w)
Ny >0

/ o - | dpa()
w-n, <0

Dans le contexte de la photonique, cette loi de réflexion porte parfois le nom de “loi
de Lambert”.

On peut également panacher ces deux lois de réflexion, pour aboutir a la

flt,x,v) = , veng <0, x€dN.

Condition d’accomodation :

En tout point x € 09, et a tout instant ¢, la fonction de distribution des parti-
cules réémises vers l'intérieur de ) est une pondération convexe entre la fonction de
distribution obtenue par réflexion spéculaire et celle obtenue par réflexion diffuse —
la pondération pouvant dépendre du point z du bord et de 'instant ¢. Autrement dit

ft,z0) =1 —alt,z))ft,z,v—2(v Ny )ng)

/ ft, z, w)w - nydu(w)
w-ng >0

/ w - | dpa()
wng, <0

+ a(t,x) , v-ng, <0, xz€dN.
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Dans tous les cas, la condition aux limites se met sous la forme

ft,z,0)|v-n,| = / r(t, z, v, w) f (¢, z, w)w - nydp(w) ,

w-nge >0
veng <0, z€dQ,

r(t, z, v, w)w - nydp(w) = |v-ng|do(w — v+ 2(v - ngy)ng),
veong <0, x€0dN,
dans le cas de la réflexion spéculaire, tandis que

|v - ng|w - nydu(w)

[ wnaddutw
wng,<0

dans le cas de la réflexion diffuse, le cas de la condition d’accomodation correspondant

a

r(t, z, v, w)w - nydp(w) = , vng <0, €0,

r(t,z,v,w)w - nydu(w) = (1 — a(t,z))|v - ng|do(w — v+ 2(v - ng)ng)

[v - nglw - nydu(w)

[ e naddutw
wng, <0

La notation &y désigne la masse de Dirac au point 0 dans RV .
Plus généralement, on s’intéressera a des conditions de réflexion de la forme

+ a(t,x) , v-ng<0, zedN.

ft,z,0)|v-n,| = / r(t, z,v,w) f(t, z, w)w - nydu(w),

w-nge >0
veong <0, x€d,

r(t,z,v,w) >0, (t,z,v,w) € Ry x 92 x RN x RN
vérifie, pour tout (¢,z,w) € Ry x 9Q x RN,

| rtmwdnt) <1,
V<0

et
/ r(t, z, v, w)w - nydu(w) = |v-ng|,
N >0

pour tout (¢,z,v) € Ry x 0Q x R tel que v-n, < 0.

Toutes les conditions de réflexion de ce type satisfont a une inégalité élémentaire
mais trés importante dans la pratique, due & Darrozes et Guiraud. Nous la donnons
ci-dessous dans le seul cas d’une non linéarité quadratique. (Dans le contexte de la
théorie cinétique des gaz, cette inégalité porte sur le flux d’entropie au bord, et fait
donc intervenir une non linéarité de la forme z — z1ln z.)
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Lemme 3.2.3 (Darrozes-Guiraud) Soit f € L>¥([0,T] x 0Q x RY) wvérifiant la
condition de réflexion

iz, v)|v-ng| = / r(t, z,v,w) f(t, 2, w)w - nydu(w) ,

wWNg >0
veong <0, x¢€d,
ol

r(t,z,v,w) >0, p.p.en (t,z,v,w) € Ry x 0Q x RN x RN

satisfait aux conditions
/ r(t,z,v,w)du(v) =1 et / r(t,z, v, w)w - nydu(v) = |v- ngl
v, <0 vng >0

pour tout (t,z,v) € Ry x 00 x RN tel que v-n, < 0.
Alors

ft,z,v)%v-ngdv >0 p.p. en (t,x) €[0,T] x 09,
RN

avec égalité si et seulement si f(t,x,v) = F(t,x) p-p.p., c’est-a-dire si la fonction
v f(t,x2,v) est u-p.p. constante? en v, p.p. en (t,x) € [0,T] x ON.

Démonstration. On a donc

/ F(t,2,0)%0 - ngldu(v)
vnge<0

? dp(v)
= / (/ r(t, z,v,w) f(t, z,w)w - nggdu(w))
Vg <0 wng >0 ‘U ! nz‘

2. Dans les exemples (b)-(c) de lintroduction, p est la mesure de Lebesgue restreinte a une
partie de RY et la notation p-p.p. signifie “presque partout” au sens habituel. Dans 1’exemple e)
correspondant & une variable v appartenant 4 une partie finie ou dénombrable V de R, la notation
u-p.p. en v signifie “pour tout v € V”. Enfin, dans ’exemple d) ot du(v) désigne I’élément de surface
sur la sphére unité SN—1 de RY, la notation u-p.p. signifie que la fonction f(t,x,-) est constante
sur le complémentaire d’une partie A" de SN~ telle que

/Ndu(v) =0.

Par exemple, lorsque N = 3, 1’élément de surface sur la sphére unité de R? s’écrit, en coordonnées
sphériques (0, ¢) €]0, 7[x]0, 2r[ — comme dans la Figure 1.1 — du(0, ¢) = sin 0d¢df. Dans ce cas,
la notation u-p.p. équivaut a p.p. en (0, ¢).
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p.p. en (¢,z) € [0,T] x 90. D’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz
2
(/ r(t, z,v,w) f(t, z, w)w - nwdu(w)>
Mg >0
< </ r(t, z, v, ww - nxdu(w)>
w-ng.e>0
X (/ r(t,x,v,w)f(t7x,w)2w~nzdu(w)>
w-ne >0
= |v - ng| / r(t, v, w) f(t,z, w)*w - nydu(w) .
w-ng >0

Donc

/ F(t,2,0)% 0 - ngldpa(v)
v, <0

/ ( / r(tw,v,w)du(v)) F(t, 2, w)w - nodp(w)
w-ng>0 vng,<0
- / F(t 2, w)w - npdp(w)
Ny >0

IA

d’ot1 'inégalité annoncée.
En cas d’égalité, il y a alors égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz p-p.p. en
v, c¢’est-a-dire que

</ 0 r(t, x,v,w) f(t,z, w)w - nacdu(w)>2

- r(t, v, w)w - ngdpa(w)
(L. )
x (/ ~WOr(t;c,v,w)f(t,x,w)%j : nmdu(w)) .

Or ceci entraine que les fonctions

w \/r(t,m,v,w)w g et w = /r(t v, w)w - ng f(t, z,w)

sont p-p.p. colinéaires, ce qui équivaut a dire que la fonction w — f(¢,z,w) est pu-p.p.
constante en la variable w € V, p.p. en (t,2) € Ry x 0Q. m
Nous ne ferons pas en détail la théorie du probléme aux limites avec ce type de

condition de réflexion. Voici toutefois deux remarques importantes dans cette direc-
tion.
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Supposons que le taux d’amortissement a et le noyau de transition k vérifient les
hypothéses générales (H) ainsi que

sup k(t, z,v,w)du(v) < +00.
(tz,w)ER L xRN /RN

Supposons également pour simplifier que le noyau r définissant la condition de ré-
flexion vérifie les hypothéses suivantes :

0 <r(t,z,v,w) € Cp(Ry x 9 x RY x RN) |

/ r(t,z,v,w)dp(v) =1, (tz,w) € Ry x 92 x RN,
vng, <0

/ r(t, v, ww - ngdp(w) = [v-ng|, (t,z,v) € Ry x 92 x RN .

w-ng >0

Evidemment, le cas de la réflexion spéculaire ou d’une condition d’accomodation
ne vérifient pas la premiére hypothése, car le noyau de réflexion contient alors une
mesure de Dirac. Malgré tout, les raisonnements ci-dessous s’adaptent sans difficulté
a ces deux cas particuliers importants.

Une premiére observation importante est que I'inégalité de Darrozes-Guiraud en-
traine un résultat d’unicité.

Proposition 3.2.4 Soit f" € C1(Q x RYN). Sous les hypothéses ci-dessus portant
sur le noyau r, le probleme aux limites

(% +v- Vw) ft,x,v) = (Kf —af)(t,z,v), (t,z,v) €]0,T[xQ x RV,

flt,x,v)|v - ngl :/ r(t, z,v,w) f(t, z,w)w - nydw,  (r,v) €T,

w-nge >0
f|t:0 =f
admet au plus une solution classique f € C*(Ry x 0 x RN).

S’il en existait deux, disons fi et f, la différence g = fi — fo appartiendrait a
CHR, x Q x RY) et vérifierait

(% +wv- Vi) g(t,x,v) = (Kg —ag)(t,z,v), (t,x,v)€]0,T[xQ xRN,

g(t,z,v)|v-ng| = / r(t, z,v,w)g(t, z,w)w - ngdw, (r,v)el_,
wng >0

g}t:OZO'
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Le cceur de la démonstration de la Proposition 3.2.4 repose sur I’estimation a priori
suivante, obtenue par une méthode tout a fait analogue a celle décrite dans la section
2.5.

Notation : pour tout X C R"™, on note Cf(X) I'ensemble des fonctions de classe C*
sur un voisinage ouvert de X dont toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou
égal a k sont bornées sur X.

Lemme 3.2.5 (Estimation L?) Posons
D=|3K1+K1— 2a)+||L°°(R+><Q><RN) )

en notant KC* Vadjoint (formel) de Uopérateur K, c’est-a-dire que
Stw) = [ ktoo,w)f (5, 0)dn(o).
RN

Toute solution g € C}(Ry x Q x RY) du probleme auz limites ci-dessus vérifie l'in-
égalité différentielle

4 // g(t, z,v)*dxdpu(v) < 2D // g(t,z,v)dxdu(v) .
dt QxRN QxRN

Remarque 3.2.6 Par rapport a la définition (3.1) de Uopérateur IC, son adjoint K*
est défini en inversant les roles des vitesses v et w dans le noyau k(t, z,v,w). Autre-
ment dit, on intégre par rapport a v dans la définition de K* alors qu’on intégrait par
rapport & w dans celle de K.

Démonstration du lemme. Multiplions par g chaque membre de 1’équation ci-
dessus : on trouve

(gt +v-V ) g(t,z,v)* = g(t,z,v)Kg(t, z,v) — a(t,z,v)g(t, z,v)%.
De plus, en appliquant le théoréme de Fubini
| st v)Klt,z,0)dn(v)
RN
— [ [ Mt gt o gl w)dn()du(w)
RN JRN
/ / k(t,z,v,w)(g(t,z,v)? + g(t, 2, w)*)du(v)dp(w)
RN JRN

= /RN (K14 K*1)(t, 2, u)g(t, z,u)>dpu(u) .
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Ainsi

% / (8 +v- Vm)g(t7 €, U)Qd,u(’l})
o \ 0t
< [ A0+ 200 gt 0P

Intégrons ensuite chaque membre de cette inégalité par rapport a x : par dérivation
sous le signe somme en la variable ¢, et en appliquant la formule de Green, on trouve

que
0 2 d L )
& +v- Vx g(t7 x, U) d/,L(/U)dx = a Qg(t, z, 'U) dxd/j,(fu)
@ IRY QxRN
L bt ot
IOXRN

en notant do(x) l’élément de surface sur 92 orientée par le champ normal extérieur
Ny.

Or d’aprés 'inégalité de Darrozes-Guiraud, l'intégrale ci-dessus sur le bord de €2
est positive ou nulle, de sorte que

d
dt // 29(t, 7, v)*dzdp(v)
dt QxRN

X N

Par hypothése, a > 0, tandis que les fonctions positives ou nulles K1 et I*1 sont
bornées sur R, x © x RY. En notant

D=|3(K14+K*1— 2a)+||L°°(R+><Q><RN) )

on trouve que l'inégalité ci-dessus implique évidemment
d
— // g(t, z,v)?dzdu(v) < 2D // g(t, x,v)2dxdu(v) .
dt QxRN QxRN

Remarque 3.2.7 On remarquera que, dans la démonstration de cette inégalité dif-
férentielle comme dans celle de la section 2.5, le point crucial est l'inégalité

// g(t,z,v)*v - nydo(x)du(v) >0,
xRN

qui découle ici de l'inégalité de Darrozes-Guiraud.
Dans la section 2.5, on utilisait plutot l'inégalité

/ %f(t,x)zv ‘ngdo(x) > 7/ %fb_ (t,x)2|v g |do(x)
o0 o0~

qui découlait, elle, de la seule positivité de f(t,x,v)?.
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Démonstration de la Proposition 3.2.4. D’aprés le lemme ci-dessus, s’il existe
deux solutions classiques f; et fo du probléme aux limites, leur différence g = f; — fo
vérifie I'inégalité différentielle

4 / / o(t, x,v)2dzdy(v) < 2D / / ot x,0)2dedu(v)
dt QxRN QxRN

que 'on peut encore mettre sous la forme

g (e_QDt // g(t,x,v)%xdu(v)) <0
dt QxRN

Intégrant chaque membre de cette inégalité sur [0,¢], on trouve que

e 2Dt // g(t, z,v)dxdu(v // 9(0, 2, v)*dxdu(v) =
QxRN QXRN

pour tout ¢t > 0, d’ott 'on tire que f1 — fo=¢g=0. =

La deuxiéme observation que ’on peut faire concerne l’existence d’une solution du
probléme aux limites

(& +v-V,) ft,z,v) = (Kf —af)(t,z,v), (tz,0)€)0,T[xQ xRN,

F(t 20w - ny| = / F(t, 2, 0, w) (b 2y w)w - mpdp(w),  (2,v) €T_,

w-ng >0
flo_y= 1",
en supposant que f* € Cy(Q x RY).
Construisons par récurrence une suite ( fn)nZO de fonctions appartenant &

Cy([0,T] x Q x RY) obtenues comme suit :

fo=0

et, pour tout n > 1, la fonction f,, est la solution du probléme aux limites

(2 4+v-Va) fult,z,0) = (Kfp—afa)(t,z,0), (tz,v) €0, T[xQx RV,
fn(t,x,v)|v-nw|z/r(t,x,v,w)fn_l(t,x,w)(w~nw)+du(w), (l‘,’U) el'_,

fn|t:0 = fin7



120 CHAPITRE 3. EQUATION DE BOLTZMANN LINEAIRE

écrit sous forme intégrale, c’est-a-dire que

In(t,z,v) = 1i<r, , f"’(m — tv, v) exp (— /t a(s,z + (s —t)v, v)ds)
0

t
1
+14>r7, , €Xp (—/ a(s,x + (s —t)v, U)dS)

t—Ty v |’U cNg— |

X / Tt = To0, 2y U, W) froo1 (8 — Ty Ty W)W - Mg dpp(w)
~7lzty>0

+ /(t exp (— /St a(f,x + (0 — t)v,v)d@) Kfn(s,z+ (s —t)v,v)ds,

t*Tz'U)*,

ot on a noté comme d’habitude =} = x — 7, ,v.
On vérifie par une récurrence immédiate que pour tous ¢t € [0, 7],z € Qet v € RV,
l'on a

0= fo(t,x,v) S fl(tvxav) S S fn(t,IE,U)
< fapr(tww) <. < ||fm||Loe(QxRN)€Dt7
ol
D = ||(K1 - a)+||L°°([O,T]><Q><RN) .

On en déduit par convergence monotone que f, converge ponctuellement vers une
solution de ’équation intégrale

f(t,z,0) = i<y, f"(x — tv,v) exp (— /t a(s,z+ (s —t)v, U)dS)
0

1

v - Ny

t
+1;57, , €Xp (/ a(s,z + (s —t)v, v)ds>
t

Tz

x/ T(t = Ta s Ty U, W) (= T, T, W)W+ Ngx dpp(w)
Mg >0

t t
+/ exp (—/ a(f,z+ (0 — t)v,v)d@) Kf(s,x+ (s—t)v,v)ds,
(t=To,v)+ s
qui est la formulation intégrale du probléme aux limites considéré.

Mais a priori, la solution ainsi obtenue n’est pas toujours une solution classique, de
sorte qu’on ne peut lui appliquer I’argument d’unicité basé sur l'inégalité de Darrozes-
Guiraud tel que nous ’avons présenté ci-dessus. Par exemple, si

Fralomal 2 [ rtev) " o)) s duw)

pour certains (z,v) € I'_, la solution f construite par le procédé ci-dessus ne sera pas
continue sur Ry x QxR . L’unicité de la solution généralisée, bien que s’appuyant sur
I'inégalité de Darrozes-Guiraud, nécessite une démonstration un peu plus technique,
que nous ne donnerons pas ici.
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3.3 Equation de Boltzmann linéaire et probabilités

Contrairement au cas de 1’équation de transport libre étudiée au chapitre précé-
dent, la méthode des caractéristiques ne donne pas de formule explicite permettant
de calculer la solution f de I’équation de Boltzmann linéaire en fonction de la donnée
initiale et de la donnée au bord, et éventuellement du terme source. (Par “formule
explicite”, nous entendons une combinaison convexe des données évaluées sur les ca-
ractéristiques de 'opérateur de transport libre % +v-V,.) La formule obtenue & partir
de la méthode des caractéristiques ne donne f que de maniére implicite, puisque le
terme de scattering f entre dans le terme source. Autrement dit, la méthode des
caractéristiques permet de transformer ’équation intégro-différentielle de Boltzmann
en une équation intégrale d’inconnue f.

Evidemment, la série de Duhamel fournit une formule explicite pour la solution de
I’équation de Boltzmann linéaire. A premiére vue, cette formule différe notablement
de la formule des caractéristiques pour ’équation de transport.

Pour aller plus loin, et avoir une formule explicite de représentation de la solution
de ’équation de Boltzmann linéaire analogue a la formule des caractéristiques pour
une équation de transport libre, il faut avoir recours & la théorie des processus stochas-
tiques. Comme ces considérations sont & la base des méthodes de Monte-Carlo pour
les équations de Boltzmann linéaires, qui comptent parmi les principales méthodes
numériques utilisées pour résoudre numériquement ce type d’équation, nous allons en
dire quelques mots. Nous renvoyons a [26, 30, 36] pour une présentation trés détaillée
de ces méthodes.

Il existe évidemment une littérature importante sur les relations entre les processus
stochastiques et celle des équations aux dérivées partielles. Nous n’entrerons pas dans
le détail des notions du calcul des probabilités utilisées pour cela, et nous invitons le
lecteur intéressé par ces questions a consulter [21], ainsi que meleard0, grimmett pour
une introduction a la théorie élémentaire des probabilités.

Dans le cas particulier de ’équation de Boltzmann linéaire, l'interprétation pro-
babiliste suit de prés Uintuition fournie par les phénoménes physiques sous-jacents.
Supposons pour fixer les idées que 1'on veuille résoudre le probléme de Cauchy pour
I’équation de Boltzmann linéaire monocinétique dans R? avec scattering isotrope

(%+v~vm+0) ft,z,v)=a(f)(t,x) (t,z,v) € Ry x R® x S?,

flosg =,

ol o > ( est une constante, et ol
Nt) = & [ Fawis).

la notation ds(w) désignant 1’élément de surface sur la sphére unité S? de R?.
Soit (7, )n>0 suite de variables aléatoires a valeurs dans R, distribuées selon la
loi exponentielle de paramétre o, c¢’est-a-dire que

Prob(r, >t) =0e 7", t>0.
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Notons
n—1
TH:ZTj, n>1.
j=0

Soit (V,,)n>1 suite de vecteurs aléatoires 4 valeurs dans S? distribués uniformément,
c’est-a-~dire que, pour tout partie mesurable A C S2, on a

Prob(V,, € A) = ﬁ/ dv .
A

Enfin, on suppose que les variables aléatoires 79, V1,71, Va2, ... sont indépendantes.
On construit alors un processus stochastique, appelé “processus de transport”, de
la maniére suivante.
Etant donné (z,v) € R3 x S%, on construit une trajectoire (Xy, V;);>0 partant de
(r,v) € R? x 8? et & valeurs dans R? x S? comme suit :

pour 0 <t < T} : on pose

Xi=ax—tv, V;=w;

pour 177 <t <715 : on pose

Xy =Xp, —(t=T)V1, Vi=Vi;

pour T, <t < T,y : on pose

Xt:XTn_(t_Tn)Vny ‘/t:Vna

et ainsi de suite, pour tout n € N*. On notera dans la suite E*¥ 1’espérance sous la
loi du processus de transport partant de (z,v) € R3 x S2.
Alors la fonction
f(tv T, 1)) =E"" (fin(Xh V;f))

est solution généralisée de ’équation de Boltzmann linéaire avec taux d’absorption o
et scattering isotrope.
Comparons cette formule avec la formule des caractéristiques

ft,z,v) = f"(x — tv,v)
pour la solution de I’équation de transport libre

0
(,T{—G-U-wa:O, z,0eR3, t>0,

f|t:0:fm'

Dans les deux cas, la formule met en jeu la donnée initiale fi" calculée sur une
courbe de 'espace des phases R3 x R3 issue de (z,v) a t = 0. Alors que, dans le cas
de I’équation de transport libre, la formule explicite met en jeu un unique segment
de droite [0,t] s — = — sv € R?® x R3, dans le cas de I’équation de Boltzmann
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linéaire, la formule f(¢,z,v) = E®? (fi"(Xt, Vt)) fait intervenir d’une part les lignes
brisées [0,t] s — X, qui sont paramétrées par les variables aléatoires 79,71, ...
et Vi,Va,..., et d’autre part l’espérance E™¥ qui consiste & prendre une certaine
moyenne sur ’ensemble de ces lignes brisées.

Donnons maintenant une idée de la démonstration de la formule explicite pour la
solution de I’équation de Boltzmann linéaire. On a,

[tz v) = E5 (f"™(Xe, Vi) Liery) + EZY (f7(Xy, Vi) Lisy)
= f"(x = t)E™Y (Lieq,) + E* (11, < B2 (f(Xe, Vi) [T1, V1))
Mais ’espérance conditionnelle sachant T3, V; vaut
E$,’U (fln(Xt’ ‘/t)|T1) = f(t - T17 XT1 ) Vl)

puisque les variables aléatoires 79 = 11, Vi, 7, Va,... sont indépendantes, de sorte
que, comme la loi jointe de (77, V1) est la mesure de probabilité

ge~h ﬁdtlds(vl) ,
on trouve que
flt,z,v) = fm(x — tv)e“’t

+ // 1O§t1§tf(t —tl, tl’U U1)47T0‘€ Utldtldvl
I{#,)(S2
) t
= f"(x —tv)e 7" + / <417r flit =tz —tyv, vl)dvl) oe~ 7t dt,
0 S2

t
= f"(x —tv)e 7 + / oe” 7 (f)(t —t1,x — trv)dty .
0

On retrouve ainsi 1’équation intégrale équivalente (dans le cadre des solutions
classiques) a I’équation de Boltzmann linéaire, ce qui montre, d’aprés le Théoréme
3.1.2, que la fonction f ainsi construite est bien la solution généralisée de 1’équation
de Boltzmann linéaire avec scattering isotrope.

La série de Duhamel s’interpréte alors trés simplement dans ce cadre. En effet

flt,z,v) Zl[T T [0 f(tm,0).
n>0

Par conséquent

f(t,z,v) Zva (T Toia [(O) f(E,2,0)) .

n>0

Or
E* (L, 1, ((8) f(t, 2, 0))

=E"" (L7, 7, [(OE" (f™(Xe, V|10, oo T Vi, -, V).
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Pour T}, <t < Ty41, la fonction (X, V;) s’écrit
"z =10 —TVi—TnaVia = (t—=T0— .. = T 1) Vi, Vi) .
En particulier, fi"(X;, V;) ne dépend que de 7o, ...,Tn_1, V1, .., Vp, de sorte que

E“Y(f"™( X, V)| Tos -+ s Tas Viy oo o, Vi) = f(Xp, — (t — T0) Vi, Vin)
= fzn(l‘ — ToU — T1V1 3 Tn_lvn_l — (t — Tn)Vn, Vn) .

Comme les variables aléatoires 7y, ..., 7,, Vi, ..., V, sont indépendantes, leur loi jointe
vaut
() tom ettt gy, dt,ds(vr) ... ds(vy) .

vy

Donc )
E“’(1[TanH[(t)E”’“(f”L(Xh Vltos s Tns Viy oo oy, Vi)

1 1 —o(t tt
= (37)"0"" /1to+--.+tn71§t<to+...+tn6 o(fotetin)

fm(ac - to’U — tl’Ul — tnflvnfl — (t — to — ... tnfl)’l)n,vn)
dtg...dt,ds(vy)...ds(v,).

On calcule explicitement l'intégrale en la variable ¢,, :

/1t<t0+..4+tnae_ot"dtn = e o(ttom~tua)
de sorte que l'expression au membre de droite ci-dessus se transforme en
E* Lz, 1 ((OE™ Y (™ (Xe, V)70, -y Ty Via o2 Vi)

= (Lﬂ—)nan/1t0+~~+tn71§t6_0t

fln(l‘ — to?] — t11]1 — tn—lvn—l = (t y— to — .. tn_l)vn,vn)
dtg...dtn,_1ds(vy)...ds(vy,).

On reconnait dans cette derniére expression le terme 7" F[f"" 0] de la série de Du-
hamel, ot on rappelle que

F[f™,0](t, x,v) := e 7" f"(x — tv,v),
et que
t
Tg(t,z,v):= ﬁ/ e“’(t_T)/ og(t,x + (1 — t)v,w)ds(w)dr .
0 S2

Autrement dit, le n-iéme terme de la série de Duhamel correspond a la contribution
du n-iéme segment de la ligne brisée R, > t — X; € R? dans le calcul de I'espérance
donnant la solution de I’équation de Boltzmann linéaire.
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3.4 Le probléme stationnaire pour l’équation de
Boltzmann linéaire

Nous allons terminer ce chapitre avec quelques remarques sur le probléme aux
limites pour I’équation de Boltzmann stationnaire.

Nous gardons dans ce qui suit les hypothéses de la section 3.2, sauf que les fonctions
a = a(z,v) (taux d’amortissement) et k = k(z, v, w) (noyau de transition w — v) sont
indépendantes de la variable de temps .

On considére donc le probléme aux limites

{ A +v- VYV, +alz,v)F(r,v) = KF(2,v) + Q(x,v), (z,v) € QxRN
F|. =F

avec la notation
KF(z,v) = k(z,v,w)F(x,w)du(w) .
RN

Théoréme 3.4.1 Soit
D = [|(K1 - a)JrHLOO(QxRN) .

Pour tout A > D, le probleme auz limites pour l’équation de Boltzmann linéaire
stationnaire ci-dessus admet une unique solution, qui vérifie

1 _
||F||L°°(Q><RN) < )\_DmaX (||Q||Lw(QxRN)a)\HFb ||L°°(F,)) .

Comme on I’a expliqué au chapitre 2, le probléme ci-dessus est obtenu & partir du
probléme aux limites d’évolution

(2 +0- Ve +ale,0)) [(t2,0) = Kf(La,0), (63,0) € Ry x 9 x RY,
f(ta ) ')|F_ = )\Fbi’
f|t:0 =@,

par la transformation de Laplace

+oo
F(z,v) = / e Mf(t,z,v)dt.
0
La solution du probléme d’évolution vérifie I'estimation L suivante :

1f(t, -, ) e (oxray < max ([|Ql Lo oxray, AIFy o)) €7,

— cf. Proposition 3.1.5 — de sorte que la transformée de Laplace de f est définie
pour tout A > D. Le théoréme ci-dessus se démontre alors sans difficulté, et sa preuve
est laissée au lecteur & titre d’exercice.
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3.5 Exercices

Exercice 3.1 (Existence et unicité; cadre simplifié) L’équation du transport
en dimension deux pour un gaz de photons de fonction de répartition f(x,t,0) s’écrit

10f 3f _
<6t+ oz +0’f> (t,2z,0) =

27
s
27T 0
reR? 0el0,2n], t>0,

ft,2,0)de’,

avec w = (cos @,sin 0), la direction d’un photon, et des coefficients constants o, 05 > 0.
On suppose pour simplifier que la donnée initiale est périodique

folz1 + 1,29,0) = fo(z1,22 +1,0) = fo(x1,22,0),  pour tous x1,x et 6.
On se ramene ainsi & étudier le probleéme sur T = [0,1] x [0,1] x [0,27] avec des
conditions de périodicité au bord.

1. Soit C un partie mesurable quelconque de RN . On rappelle l'inégalité de Hol-
der : pour tous p,q > 1 tels que %Jré =1 et pour tout couple (u,v) de fonctions
mesurables sur C' a valeurs réelles ou complezes, l’on a

/\u 2)|dz < (/ lu(z de)é (/C |v(m)|qda§);

Lorsque p,q > 1 vérifient % + % = 1, on dit que p et q sont des exposants
conjugués. Lorsque p =00 et ¢ =1, on a encore % + é =1 avec la convention
1/00 =0, et l'inégalité de Hélder s’écrit®

/\u \dm<supess\u |/ |v(z)|dx .

Montrer que pour p > 1
1 2 5

1 27 » D
o [t oas (3 [Tisnora)”

2. On consideére la suite f* définie par

1 aflc+1
(c ot

27
fr(z,t,0))de’

Os

+w- VRt +afk+1> (t,z,0) = =

2 0

avec la condition initiale f’t:o = fo. On pose D = [0,T] x T pour T > 0.
Montrer que

IF* M oy < Ellfolleery + DIl Lo o)
avec E >0 et0< D <1 dans le cas 0 > 05.

3. On rappelle que la borne supérieure essentielle d’une fonction f mesurable sur C a valeurs
réelles, notée supess,cc f(x), est le plus petit réel M tel que f(x) < M pour presque tout = € C.
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3. Sous cette hypothése, montrer que la suite (f*)r>1 converge dans LP(D) vers
une limite notée f, qui satisfait une équation que l’on donnera.

4. En quoi les résultats de la section 3.2 sont-ils plus puissants ?
Montrer que si fo > 0 alors f > 0.

6. Que se passe-t-il si T est remplacé par un domaine borné avec des conditions
au bord de Dirichlet, de réflexion diffusive ou spéculaire ?

o

Indications : cet exercice construit une solution par une technique de suite contrac-
tante, I'inégalité du 2 impliquant que

1542 = 5 Loy < DI = o llpoeoy

pour des données initiales quelconques. Les restrictions sont : (a) f**! est construit
a priori a l’aide de la méthode des caractéristiques; (b) la convergence a lieu dans D,
donc sur un domaine qui est borné en temps.

Exercice 3.2 (Le contre-exemple de Jeffrey Rauch) On pourrait penser que
lintuition physique permet de se passer d’une analyse rigoureuse de convergence. Il
n’en est rien, comme le démontre ce contre-exemple.

Pour v # 0 et o > 0, soit I’équation

of | of _
E—I—U%—i-af—(), re€R, t>0.

La donnée initiale fo(x) = a(x)cos (2) correspond & un paquet d’ondes de petite
longueur d’onde € > 0. La fonction a est de classe C*° a support compact sur R.

1. Ecrire la solution exacte du probléme de Cauchy ci-dessus.

2. Vérifier que

of of
— ]_ = ]_ = ]. .
S =0(1/), Z=0(1/e), [=0()
En “déduire” que f peut s’approcher par g, solution de ’équation
g , 99 _
a‘i"l)ax—o, zeR, t>0,

avec la condition initiale g’tzo = fo.
3. Calculer g. La démarche est-elle correcte ¢
4. Pour comprendre lerreur, il faut mettre en place une stratégie d’étude de l’écart
e =g — f. Pour cela on commence par déterminer le terme source b tel que
Oe Oe
a5 + v£ +oe=5.

Montrer ensuite que
d
a”e(t)H%?(R) <2[le()[|Lz@)l10®) L2 (R) -

En déduire que e est petit dés que b l’est. En déduire [’explication du “paradoxe”
ci-dessus.
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Exercice 3.3 (Un probléme d’absorption trés simple) Soit une colonne (v >
0) d’un gaz a température uniforme T. Le rayonnement I(t,xz;v,0) (0 < v < oo et
0 <0 <2m) entre en x = 0. D’ou l’équation

101 ol

P + cose% =0 (B,(T)-1)
ot o >0 et B,(T) est la fonction de Planck (voir la section 1.3.1). On s’intéresse aux
solutions stationnaires et on étudie la pénétration du rayonnement dans la colonne.

1. Ecrire le probleme stationnaire qu’il faut résoudre. Montrer que si I est bornée,

3
I(z;v,0) = B,(T) pour%<0< ?77

2. Montrer que le rayonnement devient rapidement Planckien en fonction du pro-
duit ox pour x > 0.

Indications : montrer que u(x) = I(z;v,0) — B, (T) vérifie cos Ou'(z) + u(x) = 0.
Ecrire la solution exacte et montrer que si cosf < 0, alors © = 0 en considérant la
condition physique & 'infini. Dans le cas cosf > 0 montrer que |u(z)| — 0 pour x
croissant.

Exercice 3.4 (Principe du maximum et conditions au bord) On pose l’équa-
tion du transport
of | of

E‘*‘U%"‘Uf:Q(f%

avec o > 0, une donnée initiale fy et

_ = S
QU =0 TG =t

pour des particules monocinétiques ot |v| = 1 (pour simplifier). On suppose que x
décrit un domaine borné Q C RN,

1. On consideére les conditions au bord usuelles de Dirichlet ou de réflexion. Les
écrire.

2. Soit f — p(f) une fonction positive deuz fois dérivable avec " (f) >0, p(f) >
0 et ©(0) = 0. Montrer que

jt/ﬂ~/|v—1 o(f)dvdz < 0.

3. Montrer que, pourt > 0,

/Q /lv_lﬁp(f(t))dvdxg /Q /m_l oo)dvds

lorsque p(f) = max(0,—f). En déduire que si fo > 0 alors f(t) > 0 pour tout
t>0.
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4. Que dire pour la borne supérieure de f ¢

Remarque : cette méthode est issue des techniques d’entropie pour les lois de
conservation non linéaires. Les fonctions convexes ¢ sont appelées “entropies” dans la
théorie des lois de conservation.
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Chapitre 4

Limite de diffusion

Dans ce chapitre, nous allons expliquer en détail les relations existant entre les
modélisations du transport de particules par ’équation de Boltzmann linéaire et par
I’équation de diffusion.

4.1 Rappels sur I’équation de diffusion

Soit € ouvert borné de RN a bord de classe C*°. Comme on Ia fait jusqu’ici, nous
noterons dans toute la suite de ce chapitre n, le vecteur unitaire normal au bord 02
au point z € 0 dirigé vers 'extérieur de 2.

Nous allons commencer par quelques rappels nécessaires des résultats fondamen-
taux portant sur I’équation de la chaleur. Ces résultats se trouvent par exemple dans
[24] (§2.3) ou dans [2]| (chapitre 8, §8.4).

4.1.1 Equation de la chaleur avec condition de Dirichlet

Soit k € R*; on considére le probléme aux limites suivant, d’inconnue u = u(t, z) €
R,out>0etxe:

i (t,w) — 3r2Asult,w) =0, 2€Q, >0,

“|aQ = U,

1)
u|t=0—u .

Les données de ce probléme sont
a) la donnée initiale u*™ = u**(x), et
b) la donnée au bord wup = up(t, ).

La condition au bord

u(t,y) = up(t,y), ye€o, t>0,

131
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consistant & prescrire la valeur de la solution sur 92 pour tout temps, porte le nom
de “condition de Dirichlet”.

Voici comment on peut résumer la théorie d’existence et d’unicité de la solution
de I’équation de diffusion ci-dessus.

Théoréme 4.1.1 Supposons que u™™ € C*°(Q) et que u, € C°°([0,T] x Q) vérifient
les relations de compatibilité suivantes pour tout k > 0 :
3kub
otk

k

(0,y) = (3k%2A,) " u™(y), y €.

11 existe une unique solution u € C*°([0,T] x Q) au probleme de Dirichlet

i (t,o) = 3r2Asu(t,2) =0, 2 €Q, >0,

Pour avoir une idée de la preuve, on pourra se reporter aux §8.2 et 8.4 de [2].

Afin d’estimer la taille de la solution — et de ses dérivées successives — nous
utiliserons de fagon systématique le principe du maximum faible, que nous rappelons
ci-dessous.

Théoréme 4.1.2 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme pré-
cédent, la solution u du probléme de Dirichlet pour ’équation de la chaleur

P (t,x) — 32 Dgu(t,x) =0, wE€Q, t>0,

vérifie l'estimation L suivante :
[l L (0,11 0) < max ([u™[| L (), lus Lo o,r1x00)) >
ainst que la propriété de positivité :

u™ >0 sur Q

wp > 0 sur 0,T] x 89 }:>u>03u7“[07T]><Q.

Pour une démonstration de ce résultat, voir la Proposition 8.4.2 de [2].
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4.1.2 Le probléme de Cauchy pour ’équation de la chaleur
dans RV

Les énoncés sur I’équation de la chaleur rappelés dans la section précédente sont
obtenus & partir d’'une formulation variationnelle du probléme aux limites dans un
espace de Sobolev — ou bien par une méthode de projection en dimension finie de
type Galerkin.

Lorsque Q = RY, on dispose d’une méthode directe de résolution de I’équation de
la chaleur en utilisant une formule explicite basée sur la notion de solution élémentaire
de Vopérateur de la chaleur — voir par exemple [24], §2.3.

On considére donc le probléme de Cauchy d’inconnue v = u(t, ), soit

%(t,x)—%HQAwu(tx) =0, ze€RM,t>0,

— . tn
u‘tzo—u )

avec u = u'™(x) donnée.

Rappelons la formule explicite donnant la solution élémentaire dans le futur pour
Popérateur de la chaleur, solution élémentaire qui est la densité gaussienne centrée,
de matrice de covariance t[ :

__ 1! |z N
E(t’x)(Qﬂ-t)N/QeXp<2t)’ xER ,t>0

Théoréme 4.1.3 Pour tout u™™ € L*(RY), le probléme de Cauchy ci-dessus admet
une unique solution u € C* (R} x RY), solution qui est donnée par la formule

u(t,z) = E(&*t,x —y)u™(y)dy, zeRN,t>0.
RN

Si de plus u'™ € C>=(RYN), alors la solution u € O (R x RY).

Voir par exemple le §2.3.1.b de [24] pour une démonstration de ce résultat.

Comme dans le cas du probléme de Dirichlet posé dans un domaine borné de
RY, on estimera la taille de la solution ci-dessus au moyen du principe du maximum,
lorsque u™ appartient & L (RY).

Théoréme 4.1.4 (Principe du maximum) La solution u € C*(R% x RY) du
probléme de Cauchy

%(tw)—%nzAIu(t,x) =0, zeRY, t>0,

—_ ,in
u’t:O =us

pour I’équation de la chaleur vérifie I’encadrement suivant :

inf um(y) <wu(t,z) < sup Um(y)7
yERN yERN

pour tout (t,r) € Ry x RM.
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Voir [24], §2.3.3.a, pour une démonstration de ce résultat — que ’on peut déduire
du fait que, pour tout ¢t > 0, la fonction x — E(t,z) est une densité de probabilité
sur RV,

4.2 Approximation par la diffusion : calculs formels

Dans tout ce qui suit, on supposera que ’ensemble des vitesses admissibles pour
les particules considérées ici est v € ¥V = B(0,R), avec R > 0 — ou un de ses
sous-ensembles mesurables invariants par le groupe orthogonal On(R).

On étudiera dans tout ce paragraphe ’équation de Boltzmann linéaire suivante

(aat—kv-va;)f—l—af:a(l—k’y)ﬁf

d’inconnue f = f(t,x,v), avec t > 0, 2 € Q et v € V, ott @ > 0 et v sont deux
constantes réelles, et oul le terme de création de particules est de la forme

ICf(Lx,U):/k(v,w)f(t,x,w)du(w).

v

Dans toute la suite de chapitre, nous ferons les hypothéses suivantes sur les différentes
données (a, 7, 1 et k) intervenant dans I’équation de Boltzmann ci-dessus.

Hypothéses :
(H1) on suppose que, pour tout ¢ € C(V)

¢(v) > 0 pour tout v € V = / d(v)dp(v) >0,
v
et que
0< / du(v) < +o0 et / vdp(v) = 0;
v %
(H2) on suppose que k € C(V x V) vérifie

0 < k(v,w) = k(w,v) pour tout v,w € V,

Kl(v) = / k(v,w)du(w) =1 pour tout v € V.
v

En pratique, la notation du(v) désignera

(a) soit une mesure ayant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur V,
autrement dit

/v 6(v)dju(v) = /V 6(v) E(v)do

ou E € LY(V) vérifie m > 0 p.p. sur V;
b) soit ’élément de surface sur une sphére centrée en 0 de rayon < R, donc contenue
dans V.
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4.2.1 Loi d’échelle de la diffusion

Comme on 'a déja suggéré dans notre présentation heuristique de ’approximation
par la diffusion pour ’équation de Boltzmann linéaire monocinétique avec scattering
isotrope au chapitre 1, les descriptions d’une population de particules par I’équation
de diffusion et par I’équation de Boltzmann linéaire coinci- dent seulement dans un
certain régime asymptotique que nous allons examiner plus en détail.

Plus précisément, 'approximation par la diffusion de ’équation de Boltzmann
linéaire concerne un régime asymptotique ot
(1) a > 1 (correspondant & un taux élevé d’échange par absorption/création dans le
milieu hote),

(2) v < 1 (correspondant a un régime de quasi-équilibre entre absorption et création
de particules),

(3) |%’;| < 1 (correspondant & une dynamique lentement variable en temps autour de
ce quasi-équilibre).

Nous commenterons plus loin ces différentes hypothéses d’échelle, au cours de notre
dérivation systématique de ’équation de diffusion & partir de I’équation de Boltzmann
linéaire.

Les trois hypothéses asymptotiques ci-dessus sont réalisées au moyen d’un seul
petit parametre 0 < € < 1, comme suit :

(1’) on suppose que a est de la forme

a |

avec a > 0 de 'ordre de 1'unité;

(2’) on suppose que 7 est de la forme

Y=,

avec 4 de I'ordre de 'unité;
(3’) on suppose enfin que

f(t7 :I;? v) = f€(€t7 x? v)?

avec

fe=fot,z,v), et aaif =0(1).

Sous ces hypothéses, I’équation de Boltzmann linéaire devient donc

0/
ot

€

a .
+vvzfe+ E(fe - (1+62"}/)Kf5> =0.

Dans ce qui suit on va étudier le comportement asymptotique des solutions de cette
équation lorsque le petit paramétre e — 0.
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A partir de maintenant, on va d’ailleurs oublier les paramétres originels a et ~
et ne considérer que ’équation ci-dessus, écrite aprés mise a 1’échelle au moyen du
petit paramétre e. C’est pourquoi on oubliera les notations @, 4 et # et on notera ces
quantités a, v et t respectivement.

Autrement dit, on étudiera dans la suite de ce chapitre le comportement asymp-
totique de familles de solutions f. de I’équation de Boltzmann linéaire

fe

Fo-Vaf + (fe—(1+627)ICf€):O. (4.1)

4.2.2 Solution série formelle de Hilbert

On cherche pour commencer une solution f. de ’équation

L
o

YU Vof + (fe—(l—i—er)ICfE):O

qui soit une série formelle en puissances de € a coefficients réguliers (de classe C*°
en t,x et continus en v) :

Jtw0) = 3 @ faulta.w) € AL

n>0

La notation f. € Al[e]] signifie que f,, € A pour tout n > 0, ou

_ {¢_¢(t,x,v) € CRy X QX V)| 226 € CyRy x 2 x V)

o> 98 }

L’idée de chercher une solution de I’équation de Boltzmann linéaire qui soit une sé-
rie formelle en le parameétre € est due a Hilbert [32]. L’idée originale de Hilbert était
d’appliquer la théorie des équations intégrales & la construction de solutions de I’équa-
tion de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz au voisinage d’états déquilibre (qui
sont des fonctions de distribution maxwelliennes, c’est-a-dire proportionnelles & une
gaussienne en v de matrice de covariance de la forme 61).

On prendra bien garde au fait suivant : cette série ne converge, en général, pour
aucune valeur de € > 0. D’ailleurs ce n’est pas grave : seuls les premiers termes de cette
série formelle nous serviront pour justifier 'approximation de I’équation de Boltzmann
linéaire par I’équation de diffusion.

Quoiqu’il en soit, on commence par écrire que cette série formelle est solution
de I’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus paramétrée par e. C’est-a-dire qu’on
remplace dans I’équation de Boltzmann la solution f. par la série formelle, et que I'on
identifie les coefficients des puissances successives de e.

On trouve donc, ordre par ordre en €, la hiérarchie infinie d’équations suivante :
Ordre e~ ! :
a(fo—Kfo) =0;
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Ordre € :
v-Vafot+a(fi =Kfi) =0;
Ordre €' :
9t v K Kfo =
2 T «f1 +a(fa = Kf2) —ayKfo = 0.
De facon générale, on trouve, pour tout n > 1, la relation
Ordre €” :
8fnfl v K K o
oL +v- zfn+a(fn+1_ fn+1)_a7 fn71—0~

Avant d’aller plus loin et d’étudier en détail chacune de ces équations, remarquons
qu’elles sont toutes de la méme forme, comme nous allons le montrer ci-dessous.

Pour tout n > 1, supposons que les termes fy, ..., f, sont déja connus. L’équation
correspondant aux termes d’ordre € dans I’équation de Boltzmann linéaire est de la
forme

a(I - Ic)fn-‘rl = S[fn—lafn]

ot S[fn—1, fn] est une expression fonctionnelle connue des termes f,,_1 et f,, supposés
connus également.

L’égalité ci-dessus est donc une équation d’inconnue f, 41 permettant de détermi-
ner fp4+1 une fois que f,,_1 et f,, ont été calculées. (En réalité, les choses sont, comme
on va le voir, un peu plus compliquées que cela.) En tout cas, cette remarque montre
qu’il sera naturel d’étudier en détail I’équation intégrale d’inconnue ¢

I-K)ep=%,
ou X est une fonction de v donnée. Nous y reviendrons plus loin.

L’équation a 'ordre ¢! :

Commencons par étudier la variante homogéne de cette équation intégrale
a(fo—Kfo) =0.

Lemme 4.2.1 Pour tout ¢ € L2(V,du), on a

/v $@)(I — K)p(v)dp(v) >0,

avec €galité si et seulement si ¢ = Const. p-p.p. sur V.
En particulier, si ¢ = Ko, alors ¢ = Const. u-p.p. sur V, de sorte que

Ker(I — K) = { fonctions constantes p-p.p. sur V}.
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Démonstration. D’une part, en appliquant le théoréme de Fubini,

/d’ VKo (v)dp(v /¢ (/ Jo(w)dp(w )) dp(v)
//w v, w)p(v)d(w)dp(v)dp(w) .

Calculons ensuite, toujours en appliquant le théoréme de Fubini,

// kv, w) (6(0)? + ¢(w)2) dpu(v)dps(w)
%

=1 /v < /v k(v,w)dﬂ(w)> ¢(v)?dp(v)
o[ ([ w)du(v)> $(w)du(w)

/gb 2dp(v /¢ )?dp(w
:/vqbu dp(u)

puisque, d’aprés 'hypothése (H2) sur k

/ k(v,w)du(w) =1 pour tout v € V,
v

/ kE(v,w)du(v) = 1 pour tout w € V.
v
Au total

/vgb(v I — K)o (v)du(v)

/ / (0,) ($(0)2 + d(w)? — 20(v)p(w)) dps(v)d(w)
VXV

= [ ) 00) = ow)) du(w)dutu).

Comme k > 0 sur V x V, I'identité ci-dessus montre que

/V H(0)(I — K)d(v)du(v) > 0

pour tout ¢ € L?(V,du), avec égalité si et seulement si!

k(v, w) (6(v) — p(w))> =0  p® p-p.p. en (v,w) €V x V.

1. Dans le cas ou

/ ¢(v)du(v) est de la forme / o(v)E(v)dv
v v
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Comme k£ > 0 sur V x V, cette condition se raméne & la condition
o) —p(w) =0 p@ p-p.p.en (v,w) €V V.

Intégrons cette identité en w :

o(v) /V dp(w) — /V d(w)du(w) =0 p-p.p.enveV,

c’est-a-dire que
H(v) = (6) ppp. en v € V.

On vient donc de démontrer que
Ker(I — K) C {fonctions constantes u-p.p. sur V}.
D’autre part,
Kl = / kE(v,w)dpu(w) =1
v
d’apres hypothese (H2) sur k, de sorte que
{fonctions constantes p-p.p. sur V} C Ker(I — K).

Ceci conclut la démonstration. m

Revenons a I’équation
Jo—=Kfo=0.

Comme fo = fo(t,z,v) est une fonction continue bornée des variables ¢, x, v, alors
en particulier fo(t,z,-) € L*(V,du) pour tous t,x puisque u est une mesure positive
bornée d’aprés I’hypothése (H1). Donc

fo = fo(t, z) est indépendante de v .
L’équation a I’ordre €° :
Passons maintenant & la 2éme équation :
1
(I - ’C)fl(ta .T,U) = _E’U : foO(ta I) .

Alors que, pour I'équation & l'ordre €~ !, il suffisait d’étudier ’équation intégrale
homogéne — c’est a dire sans second membre

(I-K)¢=0,

avec E € L'(V) t.q. E(v) > 0 p.p. sur V, la notation “u ® u-p.p." signifie “p.p. sur V4 x V", ott
Vi ={v € V|E(v) > 0}". Dans le cas ot N = 3, ot S2 C V et oil du(v) désigne ’élément de surface
sur la sphére unité, on paramétre la sphére unité S2 par les coordonnées sphériques (6, ¢) comme
sur la Figure 1.1. Le point courant de S? x S? est alors paramétré par (6, ¢,0’, ¢') € [0, 7] x [0, 27] x
[0, 7] x [0, 27], et donc “i ® p-p.p." signifie “p.p. en (0, ¢,0’,¢") € [0,x] x [0,27] x [0, 7] X [0, 2~]".
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il nous faut maintenant étudier la méme équation avec second membre.
Les hypothéses faites sur le noyau intégral k entrainent que

I st <+

c’est-a-dire que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(V, du). De plus, 'opéra-
teur K est auto-adjoint, car k = k(v,w) est symétrique en v et w, d’aprés hypotheése
(H2).

Or un opérateur de Hilbert-Schmidt vérifie I’énoncé suivant, connu sous le nom
d’alternative de Fredholm.

Théoréme 4.2.2 (Alternative de Fredholm) Soit T opérateur intégral sur l’es-
pace de Hilbert L*(V,du) de la forme

To(v) = /V (v, w)b(w)dp(w) |

ot t = t(v,w) est une fonction mesurable surV x V telle que

//th(v’w)zd“(v)du(w) < +00.

Notons T opérateur adjoint de T, qui est défini par la formule

T 4(v) = /v (w0, v)b(w)dp(w)
Alors

Im(I —T) = Ker(I — T*)*

~{se2wan|rv = v [ s - o}

Nous admettrons ce résultat ; le lecteur curieux d’en connaitre une démonstration
pourra consulter les Théorémes VI.6 et VI.12 dans [11].

Dans le cas présent, comme k = k(v,w) est symétrique en v et w, on a £* = K.
Donc, d’aprés ’alternative de Fredholm,

Im(I — K) = Ker(I — K*)* = Ker(I — K)*.
D’autre part d’aprés le Lemme 4.2.1, on sait que
Ker(I —K) = {¢ € L*(V,du) | ¢ = Const. p.p.} ~R.

Donc
Im(I — K) =R*

~{ser2an] [ ot ~o]
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est le sous-espace de L2(V,du) formé des fonctions de moyenne nulle.
Donc pour résoudre I'équation intégrale d’inconnue ¢ € L*(V, du)

o—Ke=1,

ott ¢ € L?(V,dpu) est une fonction donnée, on applique 'alternative de Fredholm, qui
nous dit alors que, de deux choses 1'une

(a) ou bien
| wtiu) £o.
auquel cas ’équation
¢ — K¢ =1 n’a pas de solution dans L*(V,dpu);
(b) ou bien
| wt)dnte) =o.
auquel cas 1’équation
¢ — K¢ = 1 admet au moins une solution dans L?(V, dp) .
Dans ce dernier cas, étant donnée une solution ¢ € L?(V,du), la fonction
do = ¢ —(9)
vérifie également
b0 — Koo =9
puisque K{¢) = (¢) — rappelons que Ker(I — K) = R.

Autrement dit, dans le cas (b), il existe une unique solution ¢, de I’équation

b-Koo=v ta [ éole)dute) =0;
%
I’ensemble de toutes les solutions de I’équation intégrale

(I -K)b=1
est alors
{¢=00+C 1|C€R}=¢o+R=0¢o+Ker(l —K).

Remarque 4.2.3 On note parfois
¢0 = (I X ’C)ilwa

bien que l'opérateur I — KC ne soit pas inversible. En effet, l'opérateur (I —K)~1 n’est
défini que de Im(I = K) = Ker(I — K)* dans lui-méme, et non sur L*(V,du). On
appelle l'opérateur

(I-=K)™': Im(I —K) =Ker(I — K)* = Im(I — K) = Ker(I — K)*

le pseudo-inverse de I — K.
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Revenons maintenant a I’équation a 'ordre O(€?), que nous écrivons sous la forme

N

(I = K)fult,2,0) = =0 Vafolt, ) Z

Considérons pour commencer ’équation auxiliaire suivante :

Equation auxiliaire : pour tout j = 1,..., N, résoudre le probléme d’inconnue b;(v)
suivant :

(I = K)b;(v) = v,

/ bj(v)du(v) =0.
v

Comme V est une partie bornée de RN et que p est une mesure bornée d’aprés
I'’hypothése (H1), application V > v+ v € RY appartient bien & L2(V, du).
Appliquons l'alternative de Fredholm : on a, d’aprés I’hypothése (H1),

[ vt =( [ vd#(v))j 0

pour tout j =1,..., N. On est donc dans le cas b), ou il existe au moins une solution ;
en particulier il existe une unique solution b;(v) € Ker(I —K)* = R*. Autrement dit

v; € Im(I — K) = Ker(I — K)* et b;j(v) = (I —K)™*

ott (I —K)~* est le pseudo-inverse de I — K.
Les solutions de I’équation d’inconnue f; sont donc toutes les fonctions de la forme

N
filt,z,v) fEZbJ gfo (t,z) + Ci(t, x)

ou la fonction C(t,x), constante en v € V), est une solution arbitraire de ’équation
homogeéne

(I —K)Cy =0.

Dans toute la suite, on notera b(v) le vecteur

b(’U) = (bl(v), .. .,bN(U)),

de sorte que la fonction f; s’écrit

filt2,0) = b(0) - Vol 2) + Ot ).
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L’équation a I’ordre €'

Passons maintenant & 'étude de I'équation & l'ordre O(el), que P'on réécrit sous
la forme :

Ao KD) ==~y T, fr 4 arK fy
c (%?+17Vtﬁa%h>

puisque K fo = fo.
De nouveau, il s’agit d’une équation intégrale de la forme

(I-K)p=5

a laquelle on applique l'alternative de Fredholm.
Pour que f3 existe — c’est-a-dire, pour que v — fa(t, z,v) existe pour tout (¢, z) €
R’ x Q — le terme fy doit vérifier la condition de compatibilité

9fo

E(t’ x,)+v-Vefi(t,z,:) —ayfo(t,x,-) € Ker(I — IC)J‘

Autrement dit, on doit avoir

(2409~ avho) =0,

c’est-a-dire que

5(9];0 +(v-Vafi) —avfo=0,

puisque fq est indépendante de v. Substituons dans cette égalité la formule générale
donnant f; : ainsi

_ ? fo
<'U'sz1 = - Z Uz 63518:5]

1,5=1

Le terme C disparait car

(v-V,Ci(t,z))y = (v) - V,Ci(t,x) =0,

/ vdp(v) =0
%
d’aprés 'hypothese (H1).

Conclusion : Le terme f5 existe si et seulement si

puisque

dfo 1 Pfo
"0 2 g5, =0
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qui est une variante a priori anisotrope de ’équation de la chaleur.

Autrement dit, 'équation de diffusion correspond a la condition de compatibilité
assurant I’existence du terme fo dans la solution formelle de Hilbert de 1’équation de
Boltzmann linéaire.

L’équation & l'ordre O(e!) devient alors, en tenant compte de la condition de
compatibilité correspondant & I’équation de diffusion

22f 1
Ox;0x; T Qv VO

N
(f2a—Kf2) = Z (0ib;(v)))
Procédons comme dans I'étude de I'équation a I'ordre O(e).
Soit donc d;;(v) la solution de I’équation intégrale

(I = K)dij(v) = vibj(v) — (vibj),  (dij) =0

pour tout 4,5 =1,..., N.

Vérifions d’abord que le membre de droite de cette équation appartient bien a
L2(V,du). Or b(v) = (I-K)~'v € L*(V,dp) par définition, et d’autre part la fonction
VY 3 v+ v € R est bornée puisque V est une partie bornée de RY. Par conséquent,
pour tout 4,5 = 1,..., N, la fonction V 3 v — v;b;(v) € R appartient a L*(V, dpu).
Comme d’aprés U'hypothése (H1) la mesure p est bornée, toute fonction constante
appartient & L2(V, du), de sorte que la fonction

Vovr— ’Uibj(’U) — <’Uibj> R

appartient bien a L2(V, dpu).

Comme le membre de droite de cette équation intégrale est une fonction de
moyenne nulle par construction, l'alternative de Fredholm garantit qu’il existe au
moins une solution de cette équation dans L%(V, du). On choisit donc

dij = ([ — K)_l(vibj(v) — <’Uibj>) S R,l = Ker([ — IC)l

ot (I — K)~! désigne le pseudo-inverse de (I — K).
Alors

N N

fa(t, z,v) Z 6961396]@ x)flzb()gci(t x) + Ca(t, x)

ou (t,z) — Ca(t,x) est une fonction constante en v € V arbitraire, c’est-a-dire une
solution arbitraire de ’équation homogéne

(I —K)Cy =0.
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4.2.3 Le coeflicient de diffusion

Comme on vient de le voir, la condition garantissant ’existence du terme d’ordre €2
dans la solution formelle de Hilbert pour I’équation de Boltzmann linéaire paramétrée
par e fait intervenir a priori, non pas un coefficient de diffusion, mais une matrice de
diffusion dont 1’élément figurant & la i-éme ligne et la j-iéme colonne vaut

1
M,;-z-(vibj), Z,]:L,N
a

On va voir qu’une hypothése géométrique trés simple portant sur la mesure p et le
noyau intégral k£ permet de garantir que cette matrice de diffusion est proportionnelle
a l'identité — autrement dit qu’elle se réduit bien & un unique coefficient de diffusion,
et que ce coeflicient de diffusion est strictement positif.

Hypothése : Supposons k invariant par les transformations orthogonales
(H3) E(Qu, Qw) = k(v,w) pour tous v,w € V et tout Q € On(R)

ainsi que la mesure p :

(H4) /V 9(Qu)dp(v) = /V g(v)du(v)

pour tout g € C(V) et tout @ € On(R). (On rappelle que le domaine V lui-méme est
supposé invariant par le groupe orthogonal.)
L’hypothése (H3) est vérifiée lorsque le noyau intégral k(v,w) est de la forme

kE(v,w) = K(v-w).

Ce type de noyau intégral se rencontre dans de nombreux exemples physiques, comme
dans le cas des processus de scattering Thomson et Rayleigh en transfert radiatif (cf.
section 1.3.1).

L’hypothése (H4) est trivialement vérifiée lorsque dy(v) désigne I’élément de sur-
face sur la sphére unité SV~!. Lorsque du(v) est une mesure de densité F = E(v)
par rapport a la mesure de Lebesgue, 'hypothése (H4) est vérifiée si et seulement si
u est radiale, c’est-a-dire de la forme E(v) = M(|v|).

Lemme 4.2.4 Sous les hypothéses (H1)-(H4), le champ de vecteurs
b(v) = (b1 (v),...,by(v))
défini ci-dessus par
bj(v)=I—-K)'vy, j=1,....,N,

est de la forme
bj(v) =B(v))v; p.p.enveV,
ot B: Ry — R est une fonction mesurable telle que

/5(|”|)2|v\2du(v) < +o0.
%
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Démonstration. Le vecteur b(v) est caractérisé par le fait que
b(v) — Kb(v) =v et / b(v)du(v) =0.
v
Evidemment, pour tout @ € On(R), on a

Qb(v) — K(Qb(v)) = Q(b(v) = Kb(v)) = Qu

et

/‘}Qb(v)du(v) - Q/Vb(v)d,u(v) —0
Mais, on a aussi
| @uut) =@ [ waut) = o=,

de sorte que
(Qu); €Im(I — K) =Ker(I -K)*=R*, j=1,...,N.
Il existe donc un unique élément ¢; € L2(V, du) tel que
(I - K)o;(0) = (Qu); et /Vcbj(v)du(v) —0, j=1,...,N.
D’aprés ce qui précéde
¢;(v) = (Qb(v));, j=1,...,N.
Or, par invariance de k, puis de p sous Paction de On(R), on a aussi
Kb, 0 Q) = [ Ko w)hy(Quidun)
= [ K@u.Quib, (Qu)dutw)
= [ M@u.w)h i) = (1) (@)
de sorte que

b;(Qv) — K(b; 0 Q)(v) = (b; — Kbj)(Qu) = (Qu);, j=1,....N.

D’autre part, toujours par invariance de p sous l'action de Oy (R),

| @odut) = [ by(wau) <o,

v
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Autrement dit, b; o Q € L*(V,dp) vérifie les deux égalités caractérisant la fonction
¢; = (I —K)~'((Qu);). On en déduit donc que

B(Qv) = (61(0), .., 6y (v)) = Qb(v), pp.enve V.

Soit donc v € V' \ {0} pour lequel la relation ci-dessus a lieu. Soit

On(R), ={Q € On(R)[Qu = v},

le stabilisateur de v. On sait que On(R), ~ On_1(R) est le groupe des transfor-
mations orthogonales de I’hyperplan (Rv)* orthogonal a4 v dans R~. En particulier,
On(R), agit transitivement sur les sphéres de I’hyperplan (Rv)* centrées en l'origine,
c’est-a-dire que

pour tous ¥,z € (Rv)t t.q. [y| =]z, il existe Q@ € On(R), t.q. Qy = =.
Ecrivons la relation d’invariance vérifiée par b pour tout @ € On(R), :

b(v) = b(Qv) = Qb(v), pour tout @ € On(R),,

et notons P la projection orthogonale de R sur Rv. Comme PQ = QP = PQP
pour tout @ € Oy (R),, on a donc

(I — P)b(v) = (I — P)Qb(v) =Q(I — P)b(v), pour tout @ € On(R), .

Ceci entraine que (I — P)b(v) = 0; sinon, étant donné w_Lv quelconque tel que |w| =
|(I — P)b(v)| et w # (I — P)b(v), il existerait Q@ € On(R), tel que

QU — P)b(v) = w # (I - P)b(v).

Par conséquent,

b(v) = Pb(v).

On déduit donc de ce qui précéde que b(v) est colinéaire & v p.p. en v € V,
c’est-a-dire que
b(v) =B(v)v p.p.env €V

ot B : V — R est une fonction mesurable définie p.p. sur V. Ecrivant de nouveau
que
b(Qv) = @Qb(v)  p.p.env €V, pour tout Q € On(R),

on trouve que
B(Qu)=DB(v) p.p.env €V, pour tout @ € On(R),

c’est-a-dire que B est une fonction radiale.
Autrement dit, il existe 8 : [0, R] — R telle que

B(v) = B(|v|) p.p.-env e V.
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Enfin, comme b;(v) € L*(V,du) pour tout j =1,...,N, on a

| Bt ePduto) 2/|b )2du(v) < oo,

ce qui conclut la démonstration. m

Corollaire 4.2.5 Sous les hypothéses (H1)-(H4), la matrice de diffusion est alors
proportionnelle a l'identité :

(vibj(v)) = % (Jw*B(w]))ds;, 4,5=1,...,N,

et de plus
(w?B(wl)) > 0

Démonstration. D’aprés le lemme ci-dessus
bj(v) =p(v))v; pp.enveV, j=1,...,N.

Donc
(vibj) = (B(|v))viv;), d,j=1,...,N.

D’une part
i #j = (B(lv])viv;) = 0.
En effet, soit Q; € On(R) définie par

Qiv = (V1,+ -+, Vi1, =V, Vig1 - UN) -

Alors, par invariance de p sous laction de On(R), on a

[ Bobuednte) = [ 51Qu@u0)i@uelsdnto) = [ oD -uusduto)
d’ou
[ Blbysesdut) =o.
V

D’autre part,
i# j.= (B(lv)vi) = (B(lv])v3) .
En effet, soit Q;; € On(R) définie par

Qij(vlw--aviw”;vj;”-;vN):(U17~-~7vj7~-~avi7--~7UN)-

Alors, toujours par invariance de p sous laction de Ox(R), on a

/5 (lv)vidp(v) /ﬁ (1Qijv))(Qijv)Fdp(v /ﬁ o)) o2dp(v)
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On déduit de ce qui précéde que
<B(|UD’U¢U]‘>:C5Z']‘, ’L,]:L,N
Pour calculer la constante ¢, on observe que
N N
Ne = Y (5l)ed) = (Bu) 30 ) = (B(DloP).
i=1 i=1
de sorte que
c= (Bl
Ainsi
(v;b(v)) = ‘]1\7<B(|'U|)|'U|2>6ij, ij=1,...,N.
Il reste a vérifier que (B(|v])|v|?) > 0. Pour cela, on écrit que

= (I =K)(B(v)vr),

de sorte que
/B(I’U\)vfdu(v) :/B(\v\)vl(f*’C)(ﬁ(lvl)vl)du(v) >0
v v
d’apreés le Lemme 4.2.1. De plus, ’égalité est exclue, car sinon on aurait

B(|v])vy = Const. p.p.env eV,

c’est-a-dire que
B(lvhvr = (B(Jv))v1)  pp-enveV.

/ B(Jv]yordp(v) =
%

B(lv))vy = (I = K) "L (vy) € Ker(I — K)t =R*.

Or

puisque

Donc 'égalité forcerait S(Jv|)vy = 0 p-p.p. en v € V, qui entrainerait a son tour que
=T -K)(B(v])v1) =0p.p.env eV,

ce qui est évidemment une contradiction.
Par conséquent

0 < (B(Ju)wi) = (B,

ce qui conclut la démonstration. m
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D’apreés le corollaire ci-dessus, on voit que, sous les hypothéses additionnelles (H3)-
(H4), la condition de compatibilité assurant ’existence de f obtenue dans la section
précédente se met sous la forme de ’équation de diffusion

8fO 1

E—§/€2Aa: 0o—avfo=0,

avec un coefficient de diffusion donné par la formule

1 o _ (wlB(wl)
*FLQ = T >0.

[

On sait que I’équation de la chaleur engendre un semi-groupe régularisant

1

ez I2RN) » C*[RYN),  t>0,

— voir par exemple [24], §2.3.1.b dans le cas de l'espace entier, et [2], §8.4.4 dans le
cas du probléme aux limites.

Cette circonstance montre que le semi-groupe en question ne peut en aucun cas
s’étendre pour ¢ < 0. Donc le probléme de Cauchy dans le futur pour ’équation de
diffusion a coeflicient de diffusion ¢ n’est bien posé que si ¢ > 0. En effet, résoudre le
probléme

%—cAwu:O, zeRN, t>0,

__ ,in
U”t:O =u

revient & définir
’U,(t, ) _ ectAx win

de sorte que résoudre ce probléme pour ¢ < 0 reviendrait & savoir étendre le semi-
1

groupe e2the pour tout t € R.

C’est pourquoi, dans le contexte de 'approximation de I’équation de Boltzmann
linéaire par la diffusion, il est absolument capital de vérifier que le coefficient de
diffusion obtenu a la limite est bien positif. (On retrouvera d’ailleurs cette méme
question dans I’étude de certains problémes d’homogénéisation.)

4.3 Démonstration de I’approximation par la diffu-
sion

4.3.1 Conditions aux limites indépendantes de v € V

Les calculs effectués dans la section précédente ont fait apparaitre I’équation de
diffusion de fagon naturelle comme condition de compatibilité assurant l’existence du
terme d’ordre 2 dans la solution formelle de Hilbert.

Pourtant ces calculs ne sauraient & eux seuls justifier I'utilisation de ’équation de
diffusion comme modéle approché pour décrire la dynamique de particules sous les
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hypothéses d’échelle énoncées dans la section précédente, car la solution formelle de
Hilbert n’a a priori aucun sens physique — nous reviendrons plus loin sur ce point.

Cependant, les calculs menés sur cette solution formelle de Hilbert ne ’ont pas
été en vain, car ils vont nous permettre de justifier trés simplement que la solution de
I’équation de diffusion approche effectivement la solution de ’équation de Boltzmann
linéaire paramétrée par €, par un argument de stabilité élémentaire basé sur le principe
du maximum pour ’équation de Boltzmann linéaire.

On rappelle que Q est un ouvert convexe borné a bord de classe C* de RN, dont
on note JN le bord. Pour tout z € 952, on note n, le vecteur unitaire normal & 92 au
point x € 91, dirigé vers 'extérieur de €. Enfin on pose

' ={(z,v) €902 xV|v-n, <0}.

On considére maintenant, pour tout € > 0, le probléme aux limites pour ’équation
de Boltzmann linéaire

Eaaf; +Uvrfe+%<f57(1+e2’y)lcfﬁ) :0’ (I,’U) €Q XV’ t>07
f6|F_ :fb7
ff|t:0:fm’

ol la donnée initiale et la donnée au bord vérifient
i = fin(e) € @), fo = folt,x) € CF([0,T] x 00).

Rappelons enfin les hypothéses (H1)-(H4) faites sur la mesure p et le noyau intégral
k= k(v,w) :

(H1) on suppose que p est une mesure de Radon positive sur V t.q.

/ du(v) < 400 et / vdp(v) =0;
v v
(H2) on suppose que k € C(V x V) vérifie
0 < k(v,w) = k(w,v) pour tout v,w € V,
Kl(v) = / k(v,w)du(w) = 1 pour tout v € V;
RN

(H3) on suppose en outre que le noyau intégral k est invariant par les transformations
orthogonales :

kE(Qu, Qw) = k(v,w), pour tous v,w € V et tout Q € On(R);
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(H4) on suppose enfin que la mesure p est également invariante par les transformations
orthogonales :

/V 9(@u)duv) = [ go)dutv).

v

pour tout g € C(V) et tout Q € On(R). (Rappelons que le domaine V lui-méme
invariant par le groupe orthogonal Oy (R).)

Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(Hj), on suppose en outre que a et 7y sont
deux réels strictement positifs.

Soient f" = fin(z) € C®(Q) et fp = fo(t,x) € C([0,T] x ON) vérifiant les
relations de compatibilité

ak k mn
aTJ,:b((),y) = (%A +ay) f(y), yeo, keN,
avec 1
$R = N(B(IUI)IUP%
ol

Bllohv; =T - K)"H(vy), j=1,....N.
Soit u = u(t,x) la solution du probléme aux limites

%f%nzAzufa'yu:O, ze, t>0,

ulp = fr,

ulyg =

Alors il existe Cp > 0 t.q. la famille (fe)eso de solutions généralisées du probléme
aux limites pour l’équation de Boltzmann linéaire

660{; +U'vzfe+%(fe_(1+€27)lcff) =0, (SL‘,U) ceQxV,t>0,
f€|r, =Jv,
fﬁ‘tzo :fm’

vérifie l’estimation

sup |fe(t, z,v) — u(t,z)| < Cre.
(t.2,0)€[0,T)x QX V

Démonstration.
La preuve se décompose en plusieurs étapes.
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Etape 1. A partir de la solution u du probléme aux limites pour ’équation de diffusion,
formons la solution formelle de Hilbert tronquée & I’ordre €2.
Autrement dit, on définit

fo(t,z,v) = u(t, )

Fult2,0) = —é (o) - Vault, z)

N
fa(t,z,v) = — Z dij(v) ———

dij(v) = (I — K)7 (vibj — (viby)), ,j=1,...,N.

On pose alors
F.(t,z,v) = fo(t,z,v) + ef1(t,x,v) + ezfg(t,x,v) .

Le ceeur de la démonstration consiste & estimer la différence entre la vraie solution f,
et la solution formelle de Hilbert tronquée a I'ordre 2 en norme uniforme.

Remarque : Le lecteur attentif pourra s’interroger sur ’absence des fonctions C1 (¢, x)
et Cy(t,z) qui intervenaient dans la construction de la solution série formelle de
Hilbert. On se souvient que ces fonctions constantes en v n’intervenaient que comme
éléments arbitraires de Ker(I — K) apparaissant dans la solution générale de I'équation
intégrale (I — K)¢ = 1. Lorsqu’on interrompt la construction de la série formelle de
Hilbert a I'ordre 2 en ¢, ces fonctions Cy et Cy demeurent arbitraires. Comme leur
contribution & la série formelle de Hilbert est en O(€) et que 1’on s’intéresse ici & une
approximation & ’ordre dominant de la solution de ’équation de Boltzmann linéaire,
on peut choisir C; = C5 = 0 sans le moindre inconvénient, et c’est ce que nous avons
fait.

Etape 2. La fonction F; est de classe C°° par rapport aux variables ¢ et x, et un calcul
élémentaire basé sur la construction de la solution formelle de Hilbert & la section
précédente montre que

JF, 1 a 9 B
S+ v VaF+ 5 (Fo = (14 @)KF.) = =S,
ou
Se = —e% — 62% —ev-Vaufo +aeyKfi + a*yKfs .

Par linéarité de I’équation de Boltzmann, la fonction

R.(t,xz,v) = f(t,x,v) — Fc(t,z,v),



154 CHAPITRE 4. LIMITE DE DIFFUSION

est solution généralisée du probléme aux limites suivant :

1 a
o+ v VoR+ (RE (14 62’}/)ICR€> — 5.,
_ b
RE|F_ - Re I

R|,_,=R".

Les données initiale et au bord pour ce probléme aux limites sont évidemment les

fonctions
in _ 2
R = _€f1|t:0 - € f2|t:0’

Rg = —€f1|F7 - 62f2|F7 .
Etape 3. Par définition,
Bllolw; = (I —K) " (v) € L2V, dp)
Comme k € C(V x V) et que V est compact car fermé borné dans R”,

M := sup k(v,w) < +00.
v,wWEY

Alors

[K(B(|v])o;)| = '/\)M%MB(M)@UNM(M’

<(/ k(v,wfdu(w))l/z (f ﬂ<|w>2w?du<w>>l/2
< (/v d,u(v))l/2M||/B(|U|)Uj||L2(V.,d#)’

de sorte qu’en utilisant 1’équation
Blvl)v; = KB(lw))vj =v; G=1,...,N,
W-p.p. en v € V, on trouve que
1/2
[1B(lv)vjll Loe (v, < (/v du(ﬂ)) M||B(JvDvillL2(w,am + R

pour tout j =1,..., N. On établit de méme que

ldijllLoe (v,ap) < +00  pour tout 4,5 =1,...,N.
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Etape 4. D’apres le Théoréme 4.1.1 rappelé au début de ce chapitre, la fonction u €
C>([0,T] x ). Comme  est borné dans RY, [0, 7] x Q est compact dans RV *! de
sorte que, pour tout m € N et tout multi-indice a € NV,

<%>mvgu(t,x)

Les formules définissant f1, fo, RY" et R, montrent que, pour tout € vérifiant 0 < e < 1

sup
(t,2)€[0,T]xQ

< C’m,oz,T .

; €
| R | Lo (axvy < ; Z Co,a,1
|a]=1

2
€ b,i
+ an E CO,a,T 1<max ||d” HLoe (V dp CTME 5

lor]=2

1g1ax ||5(|UDUJ||LOO(V dp)

et de méme

€
IR\l Lo o,y xT-) < p |z|:1 COaTlg;aX 1B([vN)vjll Lo (v,dw)
o

+aI|Z2COQT1<ma,X ||leHL°°(V dp) <C €,
«

en posant

b
"= Z Co,ar mﬁa<XN||ﬂ(|UDUj”L°°(V,du)
|a| 1 -

-3 Z 0,a,T <max ||dZJ||L°° (V,dp) -
lal=2 =hI=

D’autre part,

1Sell Lo (o, x2xv) < = Z Cia,1 I<HaX 1B(1v1) vl Loe (v, dp)
|a =1
2

€
+CL2|Z201(1T1<IH?X ||d’t]||L < (V,du)
al—

+* Z COaTR maX ||d74jHL°°(Vd,u)
|a]=3

+ eV [IKL| Loo (v,dp) Z COaT ax 1B(vNvjll Lo (v,ap)

lo]=1

2
€
+ EVHICl”L‘X’(Mdu) | g 2Co,a,T 15{?%(]\] ldij || Lo (v, dp)
al=

< Cre.
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Etape 5. Appliquons le principe du maximum (Proposition 3.1.5 du chapitre 3) au
probléme aux limites vérifié par la fonction R, dans I’étape 2.
Dans le cas présent, on a

a a
= (A+eNK1-1) = = (A+e91-1) =ay.
Avec les notations de la Proposition 3.1.5 du chapitre 3, on trouve donc que
a
D:H» 1+ e29)k1 -1 H = ays .
5 (1+€) )i, =+

Donc
Rl Los (o.17 xxv) < €0 e+ T 4 eTCae®+T .
On en déduit immeédiatement que
|fe = ull L o, 11x2xv) < | RellLos([0,7]x 2xV)
+ €]l fill Lo (0,1 x 2x V)
+ €|l foll o< (0,11 x 2% V)

< EO,%Zn(l + ea’erT) + EC%GG’HT
puisque les définitions de C;’m7 de Chy o1, et de f1 et fo montrent que

b,in
€Hf1||Loo([o,T}xva) + 62Hf2||L°°([O,T}><Q><V) < CT‘ €.
Ceci démontre I'inégalité du Théoréme 4.3.1 avec

Cr = Co™(1 + 9+ T) 4 Cie®+T .

4.3.2 Conditions aux limites dépendant de v € V

La démonstration ci-dessus peut s’étendre dans différentes directions. Nous al-
lons en discuter tout particuliérement une, qui porte sur la possibilité de généraliser
I’énoncé du Théoréme 4.3.1 au cas de données au bord plus générales.

En effet, dans le Théoréme 4.3.1 ci-dessus, on a supposé que les données initiale
et au bord sont indépendantes de la variable v :

=), et f=filt,x).
En général, il faudrait pouvoir traiter le cas de données au bord de la forme

fin = fi”(:cw), et fo = folt,z,v).
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Dans ce cas, la solution formelle de Hilbert tronquée & n’importe quel ordre ne
peut pas en général étre utilisée comme dans la preuve du Théoréme 4.3.1. En effet,
en gardant les notations de la démonstration du Théoréme 4.3.1, on a

fe(0,2,0) = Fe(0,2,v) = f"(z,v) = fo(0,2) + O(e) = O(1)
et de méme
fe(t,x,v) — Fo(t,z,v) = f(t,z,v) — fo(t,x) + O(e) = 0(1), (x,v)el_.
On ne peut donc déduire du principe du maximum que
fo— F.=0(e)

en norme uniforme sur [0, 7] x Q x V, puisque cette estimation fait défaut sur le bord.
Expliquons comment y remédier dans le cas trés simple de ’équation de Boltz-
mann linéaire monocinétique avec scattering isotrope, en dimension 1 d’espace et
avec la symétrie du de la plaque infinie. Pour ’écriture de ce modéle particulier, nous
renvoyons le lecteur au chapitre 1, en particulier & la section 1.1.2.
On considére donc le probléme stationnaire d’inconnue f. = fe(z, p)

St nlfet L () = cale), @ lon,nl, Inl <1,

fE(IL,,u):fL(,LL), 0<:U'<17

felxr,—p) = fr(p), 0<p<1,
oua>0et

1
%ﬂ@=%/¥ﬂ@wﬂm L <@ <.

La fonction donnée g = ¢(x) appartient & C*°([x,zg]).

On montre que, lorsque € — 07, la famille f. de solutions de I’équation de Boltz-
mann linéaire ci-dessus vérifie fe — fo = fo(x), ou fo est solution du probléme aux
limites de diffusion

d2
f_idwf;:qa r, <T < IR,
folzp) = Fr,

fo(zr) = Fr,

ou .
Fp = ?/ pH () fr(p)dpe,

0

1
m:@éumwmww
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La fonction H intervenant dans les expressions de f1 et fgr ci-dessus est la fonction de

Chandrasekhar — qui n’est pas connue explicitement, mais se calcule trés facilement

sur le plan numeérique : voir [17]. On trouve qu’une valeur approchée de la fonction

H est

2+3p
\/g 9

Pour arriver au résultat ci-dessus, on modifie la solution formelle de Hilbert en
y rajoutant des termes de couche limite, localisés prés des extrémités de l'intervalle
[z, zR]. Plus précisément, on cherche une solution formelle du type

Fia) = S fuli) + 0k (T )+ S enalt (P )

n>0 n>0 n>0

H(p) ~ O<p<l.

Le terme

Z €" fn(x, )

n>0

est habituellement appelé “solution formelle intérieure”, tandis que les termes

> ok (x_fLau> et Y €e'of (wRe_xru)

n>0 n>0

sont les termes de couche limite localisés prés de xp, et de z respectivement.
A Tordre dominant, ces termes de couches limites satisfont les équations

8¢€( L _ L =0 0 <1
1 (2 1) + al(¢g (2, 1) = (¢5)(2)) =0, 2>0, [u[ <1,
¢(§I(O7M):flz(u)_f0(wlz)7 O<p<l,
pour ce qui est de ¢f, la fonction ¢f étant solution d'un probléme analogue.
Le probléme aux limites ci-dessus est posé sur la demi-droite z > 0; c’est un
exemple de probléeme de demi-espace pour ’équation de Boltzmann linéaire, parfois

appelée probléme de Milne.
Le fait crucial concernant ce probléme de Milne est que, sous 'hypothése

folzr) = ?/0 pH () fr(p)dp

la fonction ¢f converge vers 0 a l'infini en 2, & vitesse exponentielle :
|5 (2, )| = O(e™*) pour tout z > 0 et tout p €] — 1, 1]

quelque soit ¢ < a : voir [5].
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Ainsi, en choisissant comme conditions aux limites pour 1’équation de diffusion
stationnaire

1
folar) = Fp = 3 / WH (1) (1) de

folwr) = Fr="03 / WH(0) f1 ()

on trouve que les termes de couche limite dans la solution formelle tronquée a ’ordre
2 vérifient

2
n r—x —c(x—xr) /€
ZG ¢1L1 (T_L'uu) :O(e ( )/)a

n=0
2 X x
n R~ —c(xr—1)/€
ZE ¢7lz% <T7_M):O(e (r )/)a
n=0

pour tout = €|rr,zg[, cest-a-dire qu’ils restent confinés au bord de lintervalle
|zL, xg[. Autrement dit, le role du terme de couche limite

et (22,

n=0

consiste a raccorder la condition aux limites pour I’équation de Boltzmann linéaire
Jelwp,p) = fo(p), 0<p<1
— condition aux limites qui est incompatible avec I'approximation
fe(z, ) = folx)

— avec la condition au bord x = xp, pour ’équation de diffusion, qui est

foler) = Fi = 42 [t (0 1.

Nous n’en dirons pas plus sur ce sujet, et renvoyons le lecteur intéressé aux articles
[5], [27] et & I'Exercice 4.4, ou ces problémes de demi-espace sont étudiés en détail.

On peut également chercher a obtenir une approximation plus précise que celle du
Théoréme 4.3.1, par exemple une approximation a O(e?) prés de la solution f..

Dans ce cas, méme si les données au bord sont indépendantes de p, c’est a dire si
on considére le probléme

efe +N% + %(fe —(fe)) =eq(z), z€lzr,wr[, [p/ <1,
fe(xLaM):fLa 0</~L<17

f6($R7M):fR7 0</’[/<17
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ou fr, et fr sont des constantes, ’approximation par la diffusion exige d’avoir recours
a des termes de couches limites.

En effet, pour avoir une approximation & l’ordre O(e?), on doit ajuster la solution
formelle intérieure de Hilbert & la condition aux limites de telle sorte que

FE(ILvﬂ) - fr= 0(62)’ Fe(zRvﬂ) - fr= 0(62) .

Si F, est une solution intérieure série formelle en puissance de e de 1’équation de
Boltzmann linéaire stationnaire monocinétique avec scattering isotrope et symétrie
du slab, c’est-a-dire si

Few,p) =) e fula, ),

n>0

on trouve comme dans la section précédente que
fo = folz),

1 dfo

=C - —pu—

h 1(@) a dx

(z),

de sorte que

Flan, )~ fi = folen) + €Cilar) — fr — <uT2(2,) 4 0().

Il est donc impossible de satisfaire & la condition

Fe(zr,p) = fr = 0(&),

sauf dans le cas trés particulier ou 42 (z1) = 0. Le méme probléme se pose évidemment

dx
en r = xrp.
Pour le résoudre, on ajoute donc & la solution formelle intérieure ci-dessus des
termes de couche limite d’ordre O(€), ¢’est-a-dire qu’on considére une solution formelle
du type

Fe(w,p) = Z €" fn(, 1)

n>0

Tr—xr IR — X
Y ek () ¢ et ().
n>1 n>1

A Tordre dominant, le terme de couche limite en © = x, vérifie le probléme de demi-
espace

BL
nge

(z:1) +a(df (z,1) — (#1)(2)) =0, 2>0, [u| <1,

¢t (0,p1) = Ci(wp) — Lpde(ay).

On montre alors que, lorsque ¢ — 0%, la solution de ’équation de Boltzmann
linéaire f. vérifie

fe =g+ 0(62)
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ou la fonction g, est la solution du probléme au limites

1 d?
Je — 3gq29% =4, ITp<T<IR,

gelzr) — 2 Ye(zp) = f1

ge(wr) + €4 Ge(er) = fr,
avec

1
A= [ G,

ou H est la fonction de Chandrasekhar. Un calcul numérique montre que ’on a environ
A ~0.7104.

On remarquera que la condition aux limites pour le probléme de diffusion a changé,
entre le cas de Papproximation a Pordre O(e) et celui de approximation a lordre
O(€?). Dans le cas de 'approximation & ordre O(e), 'équation de diffusion apparait
avec des conditions de Dirichlet, tandis que dans le cas de I'approximation a ’ordre
O(€?), la méme équation apparait avec des conditions aux limites mélangeant les
valeurs de la fonction et de sa dérivée normale au bord du domaine spatial, qui sont
appelées conditions de Robin ou parfois (en neutronique) conditions d’albedo (voir
par exemple le chapitre 11 dans [49]).

La quantité e% est homogéne & une longueur et porte le nom de longueur d’extra-

polation. En effet, la formule de Taylor pour g. en x;, permet de voir la condition

A dg.

9elmL) =L g

(z1) = fL

comme analogue a la condition de Dirichlet

Je <9cL — 62) = fL +0().

Autrement dit, la condition de Robin est équivalente & une condition de Dirichlet
sur un intervalle un peu plus grand que [z, zg], auquel on a rajouté un segment de
longueur e% a chaque extrémité. Bien que la fonction g. ne soit définie a priori que sur
lintervalle [z, zg], prescrire la condition de Robin est asymptotiquement équivalent
a extrapoler g. sur un intervalle un peu plus grand, sur les bords duquel la condition
de Robin est équivalente — & O(€?) prés — a une condition de Dirichlet.

4.4 Diffusion a flux limité
De nouveau, nous allons restreindre notre attention a 1’équation de Boltzmann

linéaire monocinétique avec scattering isotrope et symétrie de la plaque infinie, pré-
sentée au chapitre 1.
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Considérons le probléme de Cauchy d’inconnue f.(t,x, i)

a
e ndufe+=(fo— () =0, xR, |y <1,

f€|t:0 = fin,

otta > 0et fi" = f"(x) est — pour fixer les idées — de classe O a support compact
sur R. La notation (f.) désigne la moyenne angulaire de f, c’est-a-dire que

@) =} /_ ol

pour tout ¢ € L'([-1,1]).
L’approximation par la diffusion consiste a approcher f. par la solution u de
I'équation
) 1 0%u _
%_%T;g—o, xER,t>0,

uf,_g ="
Rappelons (cf. chapitre 1, section 1.1.3) que cette équation de diffusion correspond
& écrire que f. satisfait ’équation de continuité

500+ 5 (Husd) =0,

puis & écrire la loi de Fick, sous la forme

1 0

1
E</’Lfe> = _£%<fe>

Bien que 'approximation par la diffusion soit une théorie asymptotique qui n’est
valable stricto sensu qu’aprés passage a la limite pour € — 0T, on souhaite pouvoir
’utiliser en pratique comme approximation pour € > 0 éventuellement trés petit, mais
pas forcément nul. Si d’autre part la donnée initiale présente des zones de fort gradient
spatial, il peut arriver que 'on ait

1
3a

0

()| > i),

ce qui est en contradiction avec la loi de Fick

1 1 0
E<,ufe> = _7%<fe>

3a
En effet, si fo > 0, on doit avoir

Nsf 0] < (5

€
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puisque |u| < 1.

Evidemment, ceci est 1ié¢ & la perte éventuelle de positivité dans la solution formelle
de Hilbert pour I’équation de Boltzmann linéaire. En effet, rappelons que cette solution
formelle est donnée par

Fe = Z ann(t,l',M) b

n>0
avec
fO = fO(tvx)’
1 9
fi=Ci(tx) — gua—f(t,x).

Il est donc parfaitement possible que, si € > 0 n’est pas pris assez petit, et en présence
de valeurs élevées de la dérivée spatiale 0, fo(t, z), la somme des deux premiers termes
de la solution formelle soit négative, c’est-a-dire que l'on ait

e 0fo

(fo+eCy)(t,x) — gua—x(t,x) <0,

pour certaines valeurs de (¢, x, u1).

Il existe plusieurs fagons de remédier a ce genre de difficulté, qui est particuliére-
ment génante lorsqu’on veut utiliser la modélisation par la diffusion dans des régimes
ou le taux de scattering est grand sans étre trés grand — c’est-a-dire, de maniére
équivalente, ot € > 0 est petit, mais pas infinitésimalement petit. L’idée consiste a
modifier I’équation de diffusion de fagon & limiter la taille du flux calculé par la loi
de Fick. Bien souvent, ces limiteurs de flux sont introduits de fagon ad hoc, et sont
adaptés au contexte applicatif particulier dans lequel on veut les utiliser.

Il existe pourtant une méthode systématique pour obtenir I’équation de diffusion
a flux limités, qui a été proposée en 1979 par C.D. Levermore, et dont nous allons
donner une bréve présentation.

Une idée permettant d’éviter toute perte de positivité dans la solution formelle de
Hilbert consiste a la chercher sous la forme

Fe =exp Z 6n"4n(t7 €, :U/)
n>0

(La encore, on ne cherchera pas & montrer que cette série converge : I’'objet ci-dessus
est seulement une expression formelle en puissances de e.)

Substituons cette expression dans I’équation de Boltzmann linéaire monocinétique
avec scattering isotrope et symétrie du slab : on aboutit aux équations suivantes.

Ordre e”! :
a (eAO(tva#) Y <6A0(t,z,-)>) = 0,
Ordre €° :

MageAO(tVT?p‘) +a <€A0(tvm’#)A1 (t’ x, 'u,) — <6A0(t’I’I)A1 (t, X, )>> =0.
X
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Nous n’expliciterons pas les conditions suivantes — dont ne nous servirons d’ailleurs
pas.

L’équation a l'ordre O(e~1) entraine que

Ao (t,x,p)

e est indépendant de

c’est-a-dire que
Ag = Ap(t,x).

L’équation a l'ordre O(€?) devient alors
Ap(t,x) 220 aA Ao(t,x)
pe’® o O (t,2) + ae™BD) (A (t, @) — (AL (t,x,-))) =0,

d’ou l'on tire que

1 0A
Ai(t,z,p) = Ci(t,z) — aua—;(t,m), Cr=(41).

Quitte a regrouper les termes Ag + €(A4;) en une seule fonction
Be(t, ZL’) = A() —+ 6<A1>

la solution formelle ci-dessus devient

B,
F.(t, 2, 1) = exp (Be(t,x) - g“aax (t,z) + 0(62)> .

Ecrivons que cette solution formelle vérifie I’équation de continuité

5P+ 55 (F0r) ) =,

obtenue en moyennant chaque membre de ’équation de Boltzmann linéaire par rap-

port a p.
1 .
sinh z
2 / e dp = :

Observons 2 que
1 Z

1 . .
. d (sinhz zcosh z — sinh z
= () =R

de sorte que

dz z z

Donc, en posant

eBe(t2) sinh((e/a)0B./0x) ~ eBe(t,2)

pe(t @) = (Fe) = (c/a)dB. [0z

2. La fonction z — w

z=0.

se prolonge en une fonction holomorphe sur C, prenant la valeur 1 en
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on voit que

1 _LpFy, . 1 (edB\ 1 (edp/ox
~ (k) = - ) (Fe) =~ ED(G (%)pe— ED(a o )P

ou D est la fonction holomorphe sur la bande |Sz| < 7 définie pour z # 0 par
1
D(z) =cothz — —.
z

Le calcul formel ci-dessus suggére donc de remplacer I’équation de diffusion habi-
tuelle

———— =0, z€eR,t>0,

par I’équation de diffusion non linéaire

Dpe — 0, (1D (eape/3x> Pe) _o.
€ a pe

Comme D(z) ~ %z lorsque z — 0, on trouve que, si

Ope _, Ou
ox ox

Pe —u et

ponctuellement en (¢, z) lorsque e — 0%, alors

68p6/8x> - 1 du

1 1
wry=—1o ( Lok
a pe

€ € 3a 0x’
de sorte que ’équation de diffusion non linéaire ci-dessus se raméne a ’équation de
diffusion usuelle dans la limite ¢ — 0.

D’autre part, I’équation de diffusion non linéaire vérifie évidemment que

[l =l (5 =

c’est-a-dire que la condition de flux limité est automatiquement vérifiée par I’équation
non linéaire — on a tout fait pour cela, notamment en imposant & la solution formelle
F, d’étre inconditionnellement positive. En effet,

1 1

D'(z)=—= —

——— >0 pour tout z € R*
22 sinh®2 ’

de sorte que D est une fonction croissante impaire sur R vérifiant

D(0)=0, et lim D(z)=1.

z—+o0

La justification rigoureuse de cette approximation par la diffusion limitée reste a
établir.
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4.5 Interprétation probabiliste de I’équation de dif-
fusion

Considérons de nouveau le probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur posée
dans RV

ou
a—%Axuzo, reRN, >0,
u|t:O:ui”

Pour tout u™ € L?(RY), on sait que le probléme de Cauchy ci-dessus admet une
unique solution u € C*°(R% x R") donnée par la formule

ulte)= | E(t.x—y)u"(y)dy, ceRY, £>0,
RN
ou
Jaf?

1 N
E(tx)—wexp(— 2t>7 zeR ,t>0

Cette formule montre que I’on ne peut espérer résoudre 1’équation de la chaleur par
une méthode des caractéristiques. Autrement dit, méme si la donnée initiale vérifie
u™ € C°(RMN), il n’est pas possible d’exprimer la solution u de 1’équation de la
chaleur ci-dessus par une formule du type

u(t,z) =u™(y(t;2)), xRN, >0,

ounRi s>z~ y(tz) € RY est, pour tout z € RN, une courbe paramétrée tracée dans
RY telle que v(0;z) = =, vérifiant par exemple |y(t;x)| — +oo lorsque |z| — +oo et
v € C?*(Ry x RY;RV).

Exercice 4.1 Démontrer cette impossibilité. (Indication : supposer que la donnée
initiale u'™ > 0 est une fonction continue a support compact dans RN, et démon-
trer que la solution u du probléme de Cauchy pour l’équation de la chaleur vérifie
supp(u(t,-)) = RN pour tout t > 0).

Soit S(t) I'application linéaire u™ + S(t)u'™ = u(t,-) pour tout ¢t > 0. Si on note

(L, §&) = / e~ Tyt z)dx
RN
la transformation de Fourier partielle en z, on voit que

a(t,§) = exp(—5tl¢)a™ (€),

puisque ‘ .
u(tv ) = E(ta ) *u'" ) et E(t,f) = exp(_%t|£‘2) .
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En particulier, pour tout t1,t; > 0, on a
Sty +ta) = S(t1) 0 S(ta) .
Soit ¢ > 0 et n € N*; on définit le pas de temps At = t/n. Alors
u(t,) = S(At) u'™.
Exprimons cette égalité en variables physiques, au lieu des variables de Fourier. On

trouve que

u(t,r) = E(At,)%...x BE(At,-) *u™™(z),

n termes

ce qui s’exprime explicitement comme suit :

u(t, x) :/ . / B(At,z — ). . .E(At; 2,1 — x,))u™(2")dzy. . . dzy,
RN JRN
|z) — Th— 1\ ; dzry...dx,
= e LA ing ny @1 ... Qlbn
/RN /RN xp ( Z At? u™(z )(Qﬂ-At)nN/Q ’

en posant ro = x.

A partir de maintenant, on se contente d’un raisonnement purement formel. L’idée
consiste & voir les points z; pour £k = 0,...,n comme les points situés sur une courbe
paramétrée t — X(t) correspondant aux valeurs t = kAt du parameétre. Lorsque
n — 400, on a At = t/n — 0 de sorte que

|z — 21 |?

A ~ | X((k—1)At)?.

L’argument de ’exponentielle sous l'intégrale évoque donc la somme de Riemann

|zp — 2 |?
1Atz A ~ 1A tZ|X k—1)At)]| |X )|2ds .

Quant a I'intégrale n-uple
/ / dry...dz,,
RN. o RN e (27rAt)nN/2
—_———

dans la limite n — 400, on peut y penser comme une intégration par rapport a la
“mesure de Lebesgue produit”
H dX(s)

0<s<t
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ott X décrit une certaine classe de courbes tracées dans R" telles que X (0) = z. On

peut penser & cette expression comme & ’analogue, dans 'espace (R )[O’t} de toutes

les applications de [0,¢] dans RY, de la mesure de Lebesgue dy; .. .dy, dans R".
Ces remarques nous conduisent & introduire la notation

dxq...dz,

DX = 1 —_——
n—1>r-ir-1<>o (QWAt)"N/z ’

de sorte que .
u(t,z) = /exp (-5/0 |X(s)|2ds> W (X (1))DX .

Ce raisonnement est grossiérement faux du point de vue mathématique. Pour
commencer, on ne peut pas donner un sens a la “mesure de Lebesgue produit” ci-
dessus, qui fait intervenir le produit d’une infinité non dénombrable de termes. De
plus ce raisonnement ne tient pas compte du facteur de normalisation m, dont
la présence ne s’explique qu’en raison du terme exponentiel. Ceci suggére donc de ne
pas séparer les facteurs

t
exp (—é/ X(S)2d8> et DX
0

comme on I’a fait ci-dessus. Au contraire, c’est le produit

exp (—; /Ot |X(s)|2ds) DX

qui a un sens et qui s’interpréte comme une mesure de probabilité sur 1’espace
C(R4;RM)g des applications continues de R, dans RY prenant la valeur 0 en ¢ = 0.

Plus précisément, on démontre qu’il existe une unique mesure de probabilité —
appelée “mesure de Wiener” — sur I'espace C(R.;RY), telle que, pour tout m >
1, toute suite finie de parties mesurables A = (Ay,...,A,) de RN et tout t =
(t1,...,tm) € (R3)™, la probabilité de I"ensemble cylindrique”

CHA) = {yeCRL:R ) |y(ty) € Ax, 1 <k <m}

soit

m

Pmb(C({,A’)):A /A /A /A E(t1,21)E(ty — ty, x5 — x1) . ..

m — btm—1, Tm — Tm—1)dr1d2s . .. dTpym_1dT,, ,
ol on rappelle que

_ 1 |z[? N
E(t,l')(Qﬂ_t)]V/QeXp<2t), l'ER ,t>0
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Une fois que l'on dispose de la mesure de Wiener, la solution u du probléme de
Cauchy pour I'équation de la chaleur ci-dessus s’exprime par la formule

u(t, ) = B(u™(z + (1))

ot «y décrit I'espace C(R;RM)g et ot I'espérance E est prise sous la mesure de
Wiener.

Cette formule est I'analogue exact de celle donnant la solution du probléme de
Cauchy pour I’équation de Boltzmann linéaire & partir du processus de transport,
obtenue au chapitre précédent (voir section 3.3.)

En effet, Pargument de la donnée initiale dans I'expression ci-dessus, soit x + (),
peut-étre vu comme un processus stochastique X; partant de = pour ¢t = 0, en posant
Xi(y) = z+(t), ot 'aléa est le chemin v € C(R4; RN ) et la mesure de probabilité
la mesure de Wiener. Ainsi, la formule ci-dessus exprimant la solution u du probléme
de Cauchy pour ’équation de la chaleur se met-elle sous la forme

ult, z) = E7 ('™ (Xy))

ot X; est le processus stochastique ainsi obtenu, et ou E* désigne ’espérance prise
sur les trajectoires de ce processus partant de x a t = 0.

En réalité, le processus stochastique naturel dans ce contexte est le mouve-
ment brownien standard habituellement noté B; (ou Wi, en 'honneur du mathé-
maticien Norbert Wiener) défini en posant Bi(y) = ~(t), ou l'aléa est le chemin
v € C(Ry;RY)g et la mesure de probabilité la mesure de Wiener. La solution du
probléme de Cauchy pour ’équation de la chaleur s’écrit donc

u(t,z) = B(u™(z + By))

Dans la formule ci-dessus, ’espérance mathématique est prise par rapport a la mesure
de Wiener définie sur C(R4;RY)q.

Le mouvement brownien intervient dans des contextes trés variés. Le nom méme de
mouvement brownien évoque les observations de R. Brown (1827) sur le mouvement
de particules des grains de pollen de Clarckia Pulchella immergées dans de Ieau.
Les premiéres études mathématiques sur le processus stochastique appelé mouvement
brownien remontent au début du XXeéme siécle, avec les travaux de L. Bachelier sur les
cours de la bourse, qui sont a ’origine des applications des mathématiques a la finance,
et avec ceux d’A. Einstein en mécanique statistique. Mais le mouvement brownien joue
également un réle important en théorie conforme des champs, en topologie (théorie
des cartes). ..

Le mouvement brownien peut étre caractérisé par les propriétés suivantes (en
supposant pour simplifier que N =1) :

(a) Bo =0 p.s.;

(b) les trajectoires de (By);>o sont toutes continues;

(c) pour tout t > s > 0, la variable aléatoire By — B; est indépendante de la tribu
engendrée par les B,., pour tout 0 < r < s;
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FIGURE 4.1 — Une trajectoire du mouvement brownien : graphe de ¢t — B; dans le cas
de dimension N =1 (source : [40], p. 25).

(d) pour tout ¢t > s > 0, la variable aléatoire B; — B suit la loi gaussienne de moyenne
0 et de variance t — s.

En particulier, la propriété (d) implique que, pour tout ¢t > s > 0
E(B;,—Bs)=0, E(B/—Bs*)=t~—s.

Bien que les trajectoires du processus brownien soient toutes continues, elles sont
presque stirement non dérivables ; voir la Figure 4.5 pour avoir une idée de I’allure des
trajectoires du mouvement brownien.

Le lecteur intéressé & approfondir ces questions pourra consulter le livre de J.-F.
Le Gall [40].

Retournons a la formule explicite donnant la solution du probléme de Cauchy pour
I’équation de la chaleur & partir du mouvement brownien, soit

u(t,z) = B(u™(z + By)).

Cette formule est I’analogue probabiliste de la formule déduite de la méthode des
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caractéristiques pour résoudre I’équation de transport

0

a—{—i—v Vof=0, zeRN, t>0,
flio =1,

a savoir

f(t,r) = f"(x —tv).

En effet, cette formule peut s’interpréter comme

f(t2) = B(f"(z + (1))

ot E désigne l'espérance par rapport & la mesure de probabilité sur C(R+;RN )o
définie par la masse de Dirac concentrée sur la droite ¢t +— ~(t) = —tv.
Comme la solution de ’équation de Boltzmann linéaire

e vV, f+ (fe—(1+e2'y)ICf€):0, (z,0) RN xV, t >0,

fé‘tzo = fin )
est donnée par la formule
fe(ta €L, v) = Ex’v(fin(XtE(I7 U)v Vte(zv U))) )

ot (X5,V ) >0 est le processus de transport associé, la convergence de f. vers la
solution u de I’équation de la chaleur

du N

5_§Amu:0, z€R ,t>0,
_ ,,in

u|t:0—u ’

donnée par la formule ‘
u(t,z) = E(u'(x + Byz2y)),

s’interpréte comme la convergence en un certain sens du “processus des positions” du
processus de transport, a savoir (X§)¢>o, vers le processus de diffusion © + B,2;.

Nous renvoyons au livre de C. Graham et D. Talay [30] pour approfondir les
applications de ce point de vue.

4.6 Exercices

Exercice 4.2 Nous considérons l’équation de Boltzmann linéaire monocinétique en
dimension 2 d’espace. La vitesse s’écrit v = (cos,sin@) et la position est notée x €
R2. La fonction de distribution f = f(t,z,0) est donc solution de

of

L0Vt = SK() - ),
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avec 2
K(f) = Jo k(9;u)f(w,t, mdp
0 k(p)dp

Le noyau de collision k est une fonction continue 2mw-périodique strictement positive
et bornée.

1. On rappelle le développement en série de Fourier d’une fonction g
1 . 27 .
90 = 5= 3 g™, g = / 9(0)e=de .

Montrer que

K(f) = s 3 b fue™

27(]{;0 neZ

et que |k | < ko pour tout n # 0.

2. Pour étudier la limite de diffusion, on pose
f=f+efl 422+ ...

et on écrit la hiérarchie d’équations suivant les puissances de €. Appliquer la
transformée de Fourier a ces équations.

3. En déduire que f° est une fonction constante en la variable angulaire 0. En
utilisant les deur équations suivantes (permettant de calculer f! et f2) retrou-

ver la limite de diffusion et montrer que cette équation dépend de o ainsi que
de k‘(), kl et kifl.

4. Mettre en place une stratégie pour démontrer que la solution f(t,x,0) est proche
de la solution de U’équation de diffusion dans L>.

Exercice 4.3 (Temps de sortie du soleil pour des photons) Soit un soleil mo-
nodimensionnel dans lequel sont présents (et créés) des photons. On considére I’équa-
tion en dimension 1 d’espace

1(3{}%) —o((f) = f)s Iol=c, o] <R,

ou on a posé
(f)(t,x) = %(f(x,c, 0+ Sz, ~c1)) .

1. Expliquer a partir de considérations élémentaires pourquoi le terme (f)— f peut
s’interpréter comme une redistribution aléatoire de particules (les photons) sur
la matiére lourde composant le soleil.
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2. Quelle est la dimension de la constante o ¢

Pour déterminer une valeur raisonnable de cette constante, on revient sur le
probléme en dimension 3 d’espace. Montrer que, pour un soleil de rayon R et

de masse M, alors
1
M Ay 3
o |3 x (m)
%R?’m R

convient, en notant m la masse du nucléon.

Wl

3. Déterminer o pour les valeurs physiques
M=2-10kg, R=10%m, m=1.6-10"2"kg.

4. Quelle est la limite de diffusion ? Interpréter la solution d’un point de wvue
probabiliste.

5. En déduire que la plupart des photons issus du coeur du soleil mettent (au
moins) plusieurs milliers d’années pour en sortir. Comparer avec le temps
d’arrivée sur terre (la distance terre-soleil est D = 1.5 - 10%km).

Indication : il est utile de faire un paralléle avec la théorie probabiliste qui est
trés puissante pour arriver a une interprétation physique correcte. Essentiellement les
photons a 'intérieur du soleil ont des trajectoires de type brownien avec des “rebonds”
multiples : ¢’est pour cela qu’ils mettent un temps trés grand pour sortir du soleil. Pour
la deuxiéme partie de la question 2, 'idée est d’interpréter le libre parcours moyen
comme un multiple de la distance moyenne entre les nucléons. S’ils sont répartis a
peu prés réguliérement dans le volume occupé par le soleil, on a donc une densité de
masse qui vérifie p oc mo>. Or la densité totale s’écrit aussi p = (%”R?’)_l M. D’ou
le résultat.

Exercice 4.4 (Le probléme de Milne) Ce probléme concerne l'absorption d’un
groupe de neutrons incidents monocinétiques (la vitesse étant mormalisée a 1) sur
un demi espace avec un angle de vol 6 par rapport a la normale. On note p = cos6 et
on consideére ’équation

o X 1
Naiu_'_o-u: %/ U'(xhu/)d:u/a T E] —O0,0], e [_1a+1]a
z -1

munie de la condition aux limites

u(0,p) = g(—p)  pour tout pu € [~1,0].

On pose v (z,p) = u(x,p) et u (x,p) = u(x,—p) pour p €]0,1]. Les fonctions u™
et u~ sont définies sur | — oo, 0]x]0, 1].

L’objectif de cet exercices est de caractériser la distribution sortante de neutrons
ut (0, ) en fonction des neutrons entrants dont la distribution est u= (0, u) = g(u),
qui est donnée. Ce probléme est connu sous le nom de “probléme de I’albedo”.
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. Montrer que le probléme stationnaire peut s’écrire, a un changement de va-

riables pres,

out !
ul“ﬁ_g/ (ut +u)dp' =0,

Ox 2 Jo
_ 1
—uaai“‘__;/o (" +u)dy' =0,

avec ¢ = Z=.
o

. Expliquer formellement pourquoi on peut se ramener & écrire

1
pu (0, ) = / R(p, p ) u™ (0, " )dpt'
0

ot R est une fonction a déterminer. Expliquer pourquoi on a aussi, pour tout
z <0,

1
put (z, 1) = / R(p, p")p'u™ (z, p)dp”
0

. Vérifier qu’on peut éliminer u™ et les dérivées spatiales dans les équations de

la question 1 grace & la question 2. Montrer par un calcul (assez lourd) qu’on
trouve une équation intégrale non linéaire

/ S S ) RO Nu (2, AN = < 1+/ R, \)dA
0 \A 1 2 0
! — / 1 ! / — !/
X u (@, 1)+ — [ RN T (2, N)dA | d
0 K Jo
En déduire lidentité

(e £ o= [ o) (5 220)

. On pose S(u, 1) = W/ R(p, 1'). Montrer que la fonction S est symétrique :

S(usp') =S, ) -

Proposer une interprétation physique de cette formule.

. On définit alors la fonction de Chandrasekhar® par

H(u)1+/01 de.

3. Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995), lauréat du prix Nobel de physique en 1983 “pour
ses travaux théoriques sur les processus physiques jouant un réle important dans la structure et
I’évolution des étoiles”.
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Montrer que la connaissance de la fonction H est suffisante pour résoudre le
probléme de l’albedo. Montrer que H vérifie I’équation intégrale non linéaire

1 /
c H(u
H(ﬂ)=1+5uH(u)/0 Miu),du’~

6. On suppose finalement que ¢ est petit. Montrer que H = 1 en premiére ap-
proximation. En déduire qu’une solution approchée du probléme de l’albedo est
donnée par la formule

1 l
w0, %g/ we) o
(0, 1) 3 ) e

Indications : cet exercice qui peut ne sembler que calculatoire est en fait profond, car il
s’agit de déterminer la fonction H de Chandrasekhar. Le role important joué par cette
fonction a déja été évoqué dans la section 4.3.2. La question 4 est particuliérement
délicate. Pour la traiter, on pourra par exemple poser

T(/.L,/\) = S(H7/\) - SO\»M)’

et démontrer que

T(pA) _c_n /1 T ') = TOA) o
) 20+ X Jy W ’

puis intégrer chaque membre de cette égalité par rapport a A.
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Chapitre 5

Méthodes numériques

5.1 Rappels sur la méthode des différences finies

Hormis quelques cas trés particuliers, il est impossible de calculer explicitement les
solutions des équations aux dérivées partielles. Il est donc nécessaire d’avoir recours au
calcul numérique sur ordinateur pour estimer qualitativement et quantitativement ces
solutions. Le principe de toutes les méthodes de résolution numérique des équations
aux dérivées partielles est d’obtenir des valeurs numériques discrétes (c’est-a-dire en
nombre fini) qui “approchent” (en un sens convenable & préciser) la solution exacte.
Nous présentons ici une telle méthode, dite des différences finies, qui discrétise le
probléme en représentant des fonctions par un nombre fini de valeurs.

5.1.1 Principes de la méthode pour ’équation de diffusion

Nous rappelons les notations et résultats essentiels de la méthode des différences
finies sur un premier exemple, & savoir I’équation de diffusion (pour plus de détails
nous renvoyons a [2]). Pour simplifier la présentation, nous nous limitons a la di-
mension un d’espace. Nous considérons 1’équation de diffusion dans le domaine borné
(0,1)

ou  0%u

— —v—— =0 pour (z,t) € (0,1) x R}

at 8]}2 p ( I ) ( ’ ) *

u(t,0) = u(t,1) = 0 pour t € R} (5.1)
(0, 2) = up(x) pour = € (0,1),

ou v > 0 est un coeflicient de diffusion constant.

Pour discrétiser le continuum spatio-temporel, on introduit un pas d’espace
Az =1/(N +1) > 0 (N entier positif) et un pas de temps At > 0 qui seront les
plus petites échelles représentées par la méthode numérique. On définit un maillage

177
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"

‘ (tn, X))

T

JAXx
FIGURE 5.1 — Maillage en différences finies.

(voir la Figure 5.1) ou des coordonnées discrétes de 'espace et du temps
(tn, ;) = (nAt, jAz) pour n > 0,j € {0,1,..., N 4+ 1}.

On note u(t,z) la solution exacte (inconnue) de (5.1) et u? une solution discréte
approchée au point (t,,z;), c’est-a-dire que u} ~ u(t,,z;) (dans un sens a préciser).
Le principe de la méthode des différences finies est de remplacer les dérivées par
des différences finies en utilisant des formules de Taylor dans lesquelles on néglige
les restes. Par exemple, on approche la dérivée seconde en espace (le Laplacien en
dimension un) par

0%u —u? 4 2ul —ul

_ - tn )~ J J J+ 2
(9.’)32( ’IJ) (Ax)2 (5 )

ou 'on reconnait la formule de Taylor
_ _ _ 2 2 g4
u(t,x — Azx) + 2u(t,z) — u(t,z + Ax) _ —%(t, %) — (Azx) @(t, 2)
(Ax)? Ox? 12 924
+O((Am)4).

Si Az est “petit”, la formule (5.2) est une “bonne” approximation (elle est naturelle
mais pas unique). La formule (5.2) est dite centrée car elle est symétrique en j.

Pour discrétiser ’équation de diffusion (5.1) il faut aussi discrétiser la dérivée en
temps. On a le choix entre deux formules principalement.

1. Un premier choix est le schéma d’Euler implicite ou rétrograde
—1
ul —ul —u? 4 2u” —u?
-1 1
J J +y— J J+

At (Bx)? =0 (5:3)
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qui est basé sur la formule
ou u't — ’U,Tzli1
ot At
Il faut résoudre un systéme d’équations linéaires pour calculer les valeurs
(u?)1<j<n en fonctions des valeurs précédentes (u;“l)lngN.
2. Un deuxiéme choix est le symétrique du précédent : il s’agit du schéma d’Eu-
ler explicite ou progressif

n+l _ . n

U u” —ul_ +2uf —ul,
e
qui utilise la formule
o u Tt —
ﬁ(tn,l'j)mij J .
ot At

Toutes ces formules de schémas s’entendent pour les indices j tels que 1 < j < N. On
les compléte par les conditions aux limites

uy = upyyq =0 pour n > 1.
Il y a bien stir une donnée initiale pour démarrer les itérations en n : les valeurs initiales
(u?)ogjg N1 sont définies, par exemple, par u? = up(jAx) ol ug est la donnée initiale

de I’équation de diffusion (5.1).

Remarque 5.1.1 Bien sdr, si on considére I’équation stationnaire de diffusion dans
le domaine borné (0, 1)

0?u
“Vaa = f pour x € (0,1)
u(0) =u(l) =0,

pour un second membre donné f(x), un schéma adapté a ce cas est simplement

—'I.l/j,1 + 2Uj

(Az)?

< 7).
L2 = fy pour 1 < j <N,
avec f; une approzimation de f(xz;) et les conditions aux limites uy = uy41 = 0.

5.1.2 Consistance, stabilité et convergence

Pour formaliser 'approximation d’une équation aux dérivées partielles par des
différences finies, on introduit la notion de consistance et de précision d’un schéma.
Bien que pour l'instant nous ne considérons que l’équation de diffusion (5.1), nous
allons donner une définition de la consistance valable pour n’importe quelle équation
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aux dérivées partielles que nous notons F(u) = 0. Remarquons que F(u) est une
notation pour une fonction de u et de ses dérivées partielles en tout point (¢, z). De
maniére générale un schéma aux différences finies est caractérisé, pour tous les indices
possibles n, j, par la formule

Fat Az ({U?I]T}m*SmSer, irgkgk+> =0 (5.5)

oil les entiers m~, m™, k~, kT définissent la largeur du stencil du schéma.

Définition 5.1.2 Le schéma auz différence finies (5.5) est dit consistant avec l'équa-
tion auz dérivées partielles F(u) = 0, si ’erreur de troncature du schéma, définie
pour toute fonction réguliere u(t, z) par

FAt,AI <{u(t +mAt, z + kAx)}'rn—g'rnSm‘*', k—gkgk‘*') y

tend vers zéro lorsque At et Ax tendent vers zéro indépendemment, si et seulement
si u(t,z) est une solution de cette équation.
De plus, on dit que le schéma est précis a l’ordre p en espace et a l’ordre q en temps

st Uerreur de troncature (définie ci-dessus) tend vers zéro comme (’)((Aa:)p + (At)q)

lorsque At et Ax tendent vers zéro.

Remarque 5.1.3 Il faut prendre garde dans la formule (5.5) a une petite ambiguité
quant & la définition du schéma. En effet, on peut toujours multiplier n’importe quelle
formule par une puissance suffisamment élevée de At et Ax de maniére & ce que
Uerreur de troncature tende vers zéro. Cela rendrait consistant n’importe quel schéma !
Pour éviter cet inconvénient, on demande a ce que l’erreur de troncature ne tende pas
vers 0 si u(t,z) n'est pas solution de l’équation.

Concrétement on calcule l'erreur de troncature d’un schéma en remplagant u?i,;"

dans la formule (5.5) par u(t + mAt, z + kAz) et en procédant & un développement
de Taylor. Comme application de la Définition 5.1.2, nous allons montrer le lemme
suivant.

Lemme 5.1.4 Le schéma explicite (5.4) est consistant, précis a l'ordre 1 en temps
et 2 en espace.

Démonstration. Soit v(¢, x) une fonction de classe C%. Par développement de Taylor
autour du point (¢, z), on calcule 'erreur de troncature du schéma (5.4)

v(t + At,x) —v(t, x) n —u(t,x — Az) + 2v(t, ) — v(t,x + Ax)
v

Al (Az)?
_ (00 0w At v(Ax)? Ol (t,2)
“\or Yoz T 2 a2 12 ot) "7

+o((At)2 + (Ax)‘*).
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Si v est une solution de 1’équation de la chaleur (5.1), on obtient ainsi aisément la
consistance ainsi que la précision & 'ordre 1 en temps et 2 en espace. m

Tous les schémas consistants avec ’équation a résoudre ne sont pas des “bons”
schémas. Certains peuvent présenter de violentes oscillations numériques lors de leur
application : on dit qu’ils sont instables. Pour éviter cet inconvénient on se restreint
aux schémas stables que 'on définit comme suit. Nous introduisons deux normes

3 3 AT n __ n .
classiques pour la solution numérique u" = (uj Ji<j<n :

1/2

N
n o 7_12 n _ n
Il = | S aclift] et Il =, )
j=

Définition 5.1.5 Un schéma auz différences finies est dit stable pour la norme || ||,
p = 2,00, sl existe une constante K > 0 indépendante de At et Ax (lorsque ces pas
tendent vers zéro) telle que

u™|l, < K||u®||, pour tout n >0,

quelle que soit la donnée initiale u°.
Si cette inégalité n’a lieu que pour des pas At et Ax astreints & certaines conditions,
on dit que le schéma est conditionnellement stable.

La stabilité en norme L est tres liée avec le principe du maximum discret.

Définition 5.1.6 On dit qu’un schéma aux différences finies vérifie le principe du
maximum discret si pour tout n >0 et tout 1 < j < N on a

min [ 0, min ug < u;l <max |0, max u(;
0<j<N+1 0<j<N+1
quelle que soit la donnée initiale u®.

Dans la Définition 5.1.6 les inégalités tiennent compte non seulement du minimum
et du maximum de u° mais aussi de zéro qui est la valeur imposée au bord par les
conditions aux limites de Dirichlet. Cela est nécessaire si la donnée initiale u° ne
vérifie pas les conditions aux limites de Dirichlet (ce qui n’est pas exigé), et inutile
dans le cas contraire. Nous suggérons au lecteur de faire 'exercice (facile) suivant
pour vérifier que le principe du maximum discret conduit bien & la stabilité en norme
L.

Exercice 5.1 Montrer que le schéma explicite (5.4) est stable en norme L si et
seulement si la condition CFL (Courant, Friedrichs, Lewy), 2vAt < (Az)?, est satis-
faite. Montrer que le schéma implicite (5.3) est inconditionnellement stable en norme
L™, c’est-a-dire quels que soient les pas de temps At et d’espace Ax.
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De nombreux schémas ne vérifient pas le principe du maximum discret mais sont
néanmoins de “bons” schémas. Pour ceux-1a, il faut vérifier la stabilité dans une autre
norme que la norme L. La norme L? se préte trés bien a I’étude de la stabilité pour
deux raisons disctinctes. D’une part, lorsque les conditions aux limites sont de type
périodiques, on peut utiliser ’outil trés puissant des séries de Fourier que nous
allons rappeler briévement (voir [2] pour plus de détails). D’autre part, quel que soit
le type des conditions aux limites, on peut utiliser la notion d’inégalité d’énergie
(ou estimation a priori) que nous décrirons un peu plus loin. Cette derniére méthode
sera utilisée de maniére systématique par la suite.

Plutét que de décrire de maniére exhaustive la méthode des séries de Fourier
nous allons simplement en livrer ’essence sous la forme d’une “recette” connue sous
le nom de condition nécessaire de stabilité de Von Neumann. Tout d’abord,
on suppose que les conditions aux limites pour I’équation de diffusion (5.1) sont des
conditions aux limites de périodicité, qui s’écrivent u(t,z+1) = u(¢, ) pour tout
x € [0,1] et tout ¢ > 0. Pour les schémas numeériques, elles conduisent aux égalités
ufy = uj,q pour tout n > 0, et plus généralement u’ = UR 414, Pour tout n, j. L’idée
de Von Neumann est de tester si des solutions discrétes particuliéres d’un schéma sont
stables ou non. Ces solutions particuliéres sont choisies sous la forme d’un mode de
Fourier, pour k € Z,

uy = A(k)" exp(2imkz;) avec z; = jAuw. (5.6)

On injecte la formule (5.6) dans le schéma et on en déduit la valeur du facteur d’ampli-
fication A(k) € C. Différentes valeurs du nombre d’onde k correspondent & différentes
données initiales u°. Une fois calculée A(k), la solution particuliére (5.6) est stable si
et seulement si I'inégalité suivante est vérifiée

|A(k)| <1 pour tout mode k € Z. (5.7)

Puisqu’on n’a pas testé toutes les solutions discrétes, U'inégalité (5.7) est seulement
une condition nécessaire de stabilité, dite de Von Neumann.

Remarque 5.1.7 En fait, dans de nombreux cas, comme celui de l’équation de la
diffusion, on peut montrer que la condition de stabilité de Von Neumann est non
seulement nécessaire mais aussi suffisante (voir [2]). La base de cette observation est
le fait que toute fonction de L?(0,1) peut se décomposer en une série de Fourier (voir
[53], chapitre 4) et que, de méme, toute solution discréte d’un schéma numérique est
une superposition de modes du type (5.6) pour k parcourant Z.

Exercice 5.2 Montrer que le schéma explicite (5.4) vérifie la condition nécessaire de
stabilité en norme L? de Von Neumann si et seulement si la condition CFL 2vAt <
(Ax)? est satisfaite.

Indication : montrer que A(k) =1 — 4AA;2 sin? TkAx.

Exercice 5.3 Montrer que le schéma implicite (5.3) vérifie toujours la condition
nécessaire de stabilité en norme L? de Von Neumann.

Indication : montrer que A(k) = (14 425 sin® WkAx)il.
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Remarque 5.1.8 La Définition 5.1.5 de stabilité d’un schéma est simple mais parfois
restrictive car elle ne s’applique pas auz équations auzx dérivées partielles dont la
solution croit naturellement en temps. C’est le cas, par exemple, pour la solution de
l’équation

ou  0%u

ot "o
qui, par le changement d’inconnue v(t,z) = e~ u(t,x), se ramene a ’équation de la
chaleur (donc pour ¢ > 0 suffisamment grand, la solution u croit exponentiellement en
temps). Aucun schéma, consistant avec cette équation, ne pourrait donc étre stable au
sens de la Définition 5.1.5 qui implique que la solution reste bornée quand t tend vers
Uinfini. C’est pourquoi il existe une autre définition de la stabilité, moins restrictive
mais plus complexe. Dans cette définition le schéma est dit stable pour la norme || ||,
si pour tout temps T > 0 il existe une constante K(T') > 0 indépendante de At et Ax
telle que

= cu pour (t,x) € RT x R,

lu™lp, < K(T)||u0||p pour tout 0 < n < T/At,

quelle que soit la donnée initiale u®. Cette nouvelle définition permet & la solution
de croitre avec le temps puisque la constante K(T) dépend du temps final T. Avec
une telle définition de la stabilité, la condition nécessaire de Von Neumann devient
l’inégalité

|A(k)| <1+ CAt pour tout mode k € Z.
Par souci de simplicité nous préférons nous en tenir a la Définition 5.1.5 de la stabi-
lité.

Venons-en maintenant a la méthode d’inégalité d’énergie et commencons par dé-
montrer un résultat sur 'équation de diffusion (5.1) avec ses conditions aux limites de
Dirichlet (tout autre type “raisonnable” de conditions aux limites conviendrait aussi).

Lemme 5.1.9 Soit u(t, z) une solution réguliere de (5.1). Alors elle vérifie l’inégalité,
dite d’énergie, pour tout t > 0,

1 1
/ lu(t, a:)|2dx < / |u0(:z:)|2d:c.
0 0

Remarque 5.1.10 Le mot “énergie” est a prendre ici au sens mathématique d’une
quantité intégrale ayant des propriétés de stabilité (un peu comme une fonction de
Lyapunov pour les systémes dynamiques). Elle peut parfois correspondre a l’éner-
gie physique (notamment dans les applications mécaniques) mais pas toujours. Par
2

exemple, dans le cadre du modéle de diffusion la quantité fol |u(t, x)|*dx n’est pas

interprétable comme une énergie physique quelconque.

Démonstration. On multiplie ’équation (5.1) par u et on intégre par parties en
espace pour obtenir

1 au L/ ou\ > Au ou
/Ouaderu/o <6:1:> de(“(%C(tal)uagc(taO)) =0.
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Les termes de bord s’annulent & cause des conditions aux limites et, en intégrant en
temps, on obtient

1 1 t 1 2
%/0 |u(t7x)\2d;v—%/0 |u(0,x)|2dx+u/0/0 <%(8,{E)> drxds =0

d’ot 'on déduit le résultat en minorant par zéro la derniére intégrale. Remarquons
que I’hypothése d’avoir une solution réguliére de (5.1) est automatiquement satisfaite
dés que la donnée initiale ug est suffisamment réguliére. m

Nous allons voir que le méme type d’inégalité d’énergie que le Lemme 5.1.9 peut
s’obtenir pour le schéma implicite (5.3) en suivant le méme raisonnement et en rem-
plagant les intégrations par parties par des réarrangements de sommes.

Lemme 5.1.11 Soit u" = (u})1<j<n la solution discrete du schéma implicite (5.3).

j
Alors elle vérifie l'inégalité
[u™l2 < [[u]l2-

Autrement dit, le schéma implicite (5.3) est inconditionnellement stable.

Démonstration. On multiplie la formule du schéma implicite (5.3) par uj et on
somme en j (équivalent de l'intégration en espace) pour obtenir

N N
AxZu?(u;L — u;.kl) + Atzug’((uy _ “;LH) _ (U?A _ u;l)) =0.
Jj=1 j=1

On réarrange la derniére somme (équivalent d’une intégration par parties), ce qui
conduit &

N N N-1
-1
Axy ulf(up —uf )+ ALY () =) =AY ul (u) —ully,) =0,
j=1 j=1 §=0
et, en utilisant la condition aux limites de Dirichlet,
N N
AxZu;‘(u;L - u?_l) + AtZ(u? —uf,)? =0.
j=1 §=0
On en déduit
N N
Aey ) < Aa
j=1 j=1

et par Cauchy-Schwarz ||u"||2 < ||[u™"t||2, d’ot le résultat. m

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la convergence des schémas
de différences finies. Le Théoréme de Lax, ci-dessous, affirme que, pour un schéma
linéaire, consistance et stabilité impliquent convergence.
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Rappelons que I'on dit qu’un schéma aux différences finies est linéaire si la formule
Fa, Ar({u;‘i',z" ) = 0 qui le définit est linéaire par rapport a ses arguments u?_t,z” , et

qu’il est & deux niveaux s’il ne fait intervenir que deux indices de temps.

Théoréme 5.1.12 (Lax) Soit u(t, z) la solution réguliére de I’équation de diffusion
(5.1). Soit u? la solution numérique discréte obtenue par un schéma de différences
finies avec la donnée initiale u? = wo(z;). On suppose que le schéma est linéaire, a
deuz niveauzx, consistant et stable pour une norme || ||. Alors le schéma est convergent
au sens ou
VT >0, lim (sup ||e"||> =0,
At,Az—0 tn<T

avec " le vecteur “erreur” défini par ses composantes e = u} — u(tn, ;).

De plus, sile schéma est précis a l’ordre p en espace et a l'ordre q en temps, alors
pour tout temps T > 0 il existe une constante Cp > 0 telle que

sup [le”|| < CT((Aa;)p + (At)q). (5.8)
tn<T

Démonstration. On démontre seulement l'inégalité (5.8) : la preuve de la simple
convergence vers zéro de l'erreur est similaire. Un schéma linéaire & deux niveaux
peut s’écrire sous la forme condensée

u"tt = Au", (5.9)

oit A est la matrice d’itération (carrée de taille V). On note 4" = (i )1<j<n avec
@} = u(tn, ;) ot u est la solution de (5.1). Comme le schéma est consistant, il existe
un vecteur €” tel que

@™t = AG™ + Ate" avec  lim (sup ||e"|> =0. (5.10)
At,Az—0 to<T
Si le schéma est précis a 'ordre p en espace et a Pordre ¢ en temps, alors |€"] <
C((Az)P + (At)?). En posant e} = u} — u(tn, ;) on obtient par soustraction de
(5.10) a (5.9)
"t = Ae" — Ate”

d’oul par récurrence

n
e" = A"’ — Aty AR (5.11)
k=1
Or, la stabilité du schéma veut dire que ||u"|| = ||A"u’|| < K||u°|| pour toute donnée

initiale, c’est-a~dire que ||A™|| < K ou la constante K ne dépend pas de n. D’autre
part, ¢ = 0, donc (5.11) donne

el < ALY A F [ < AtnKC((Aa) + (A1)1),
k=1

ce qui donne I'inégalité (5.8) avec la constante Cp = TKC. m
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Remarque 5.1.13 Le Théoréme de Lax 5.1.12 est en fait valable pour toute équation
aux dérivées partielles linéaire. Remarquer que la vitesse de convergence dans (5.8)
est exactement la précision du schéma.

5.1.3 Equation de transport

Nous considérons désormais I’équation de transport (ou équation d’advection) en
une dimension d’espace dans le domaine borné (0, 1) avec une vitesse constante V' > 0
et une condition aux limites “d’entrée” de type Dirichlet

ou ou i
5 —i—V% =0 pour (x,t) € (0,1) x R}

u(t,x = 0) = g(t) pour t € Rj (5.12)

u(t =0,z) = up(z) pour z € (0,1),

ol ug est la donnée initiale et g la donnée au bord entrant. Si on étend wug(x) par 0
en dehors de l'intervalle (0,1) et g(t) par 0 pour ¢t < 0, la solution exacte de (5.12)
est (le vérifier!)
x
u(t,z) = up(z — Vt) + g(t — V)

Bien évidemment, si ’on choisit une vitesse de signe opposée V' < 0, alors la condition
aux limites d’entrée doit étre imposée en = = 1, et non plus en = = 0, autrement dit
“Pentrée” est toujours en amont de la vitesse. On garde les mémes notations pour la
discrétisation : Az = 1/(N +1) > 0 (N entier positif), At > 0, (t,,x;) = (nAt, jAx)
pour n > 0,5 € {0,1,...., N + 1}, et u” la valeur d’une solution discréte approchée au

J
point (t,,z;). Comme d’habitude on choisit la donnée initiale discréte sous la forme

0
u; = uo(z;).
La condition aux limites se traduit par 'égalité uf = g(t,) pour tout n > 0. Il
n’y a pas de conditions aux limites en “sortie” mais certains schémas nécessitent de
se donner une valeur u} ; (qu’on ne peut pas calculer autrement). Dans ce cas on
utilise une condition aux limites “numérique”, dite transparente ou de sortie, du type
Neumann, c’est-a-dire qu’on impose uf;,; = ujy;. Par conséquent, I'inconnue discréte
a chaque pas de temps est un vecteur u" = (u})i<j<n € RV.
Un des schémas les plus simples (mais pas trés précis) pour I’équation de transport
(5.12) est le schéma de Lax-Friedrichs
n+l . n _ .n n o _ .n
2uT T U T U Y Y
2At 2Ax

=0.

Lemme 5.1.14 Le schéma de Lax-Friedrichs est stable en norme L°° sous la condi-
tion CFL
|[V|AL < Ax.
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Si le rapport At/Ax est gardé constant lorsque At et Ax tendent vers zéro, il est
consistant avec ’équation de transport (5.12) et précis a lordre 1 en espace et en
temps. Par conséquent, il est conditionnellement convergent.

Démonstration. On réécrit le schéma de Lax-Friedrichs sous la forme

1 VAL 1 VAL
+1 n n
U;L 2(1_Am>uj1+2<1+m>ujl

qui est une combinaison convexe des valeurs au temps t, si la condition CFL
|[V|At < Ax est satisfaite. Le schéma vérifie le principe du maximum discret et est
donc conditionnellement stable en norme L°°. Pour étudier la consistance, on calcule
Perreur de troncature, notée Ea; Az, en effectuant un développement de Taylor autour
de (t,,z;) pour une fonction réguliére u :

2u(tpg1,25) — ultn, vj41) — u(tn, zj—1) U(tn, Ti41) — w(tn, Tj-1)

Earna= 2At v 27z
ou ou At %u (Ax)? 9%u
=\ a7 a_ tvu j o a9 tna i) — a9 tna j
<m+vm)( %)+ 5 g @) = SR gz (e )
2 5, (Az)?
+OQAQ T (Ax)? + At).

Comme l'erreur de troncature contient un terme en O((Am)2 / At), le schéma n’est

pas consistant si At tend vers zéro plus vite que (Ax)2. Par contre, il est consistant
et précis d’ordre 1 si le rapport At/Ax est constant. Si u est solution de ’équation
de transport (5.12), on peut simplifier

T 2 2 2u T 4
NN —(ﬁAi (1 — ((VAA;;)Q ) %(tn,xj) + O((At)2 + (Az)* + (AAt) )

ce qui montre que le schéma n’est pas d’ordre 2, sauf dans le cas trés particulier ou
|V|At = Az. Pour obtenir la convergence on reprend la démonstration du Théoréme
de Lax 5.1.12. L’erreur €™ est toujours majorée par ’erreur de troncature, et donc ici

(Az)
At

Si on garde fixe le rapport Az/At Ierreur est donc majoré par une constante fois At
qui tend bien vers zéro, d’ou la convergence. m

HwngAch( 2+AQ.

Le schéma de Lax-Friedrichs est en fait une amélioration d’un schéma beaucoup
plus simple et “naturel” mais qui est inutilisable en pratique car instable! Il s’agit du
schéma explicite centré
n+1 n
. —u
J J

+V
At 2Ax

qui est désastreux en théorie comme en pratique...

oy
u ul g —u

j—1 =0
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Exercice 5.4 Montrer que le schéma explicite centré est consistant avec l’équation de
transport (5.12), précis a lordre 1 en temps et 2 en espace, mais inconditionnellement
instable en norme L2.

Indication : on supposera que les conditions aux limites sont périodiques et on utilisera
la condition de stabilité de Von Neumann.

Une idée fondamentale pour obtenir de “bons” schémas pour 1’équation de trans-
port (5.12) est le décentrement amont. Nous donnons la forme générale du schéma
décentré amont

u"f""l—un ur —
J N J+VJAH=0 si V>0,
X
S o (5.13)
]At J+V”A =0 s V<o
X

L’idée principale du décentrement amont est d’aller chercher “I’information” en remon-
tant le courant. Grace a cette astuce (ou plutot cette intuition physique) on obtient un
schéma stable qui vérifie le principe du maximun discret. Malheureusement le schéma
décentré amont n’est précis qu’a 'ordre 1.

Exercice 5.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont (5.13) est consistant
avec Uéquation de transport (5.12), précis a lordre 1 en espace et en temps, stable en
norme L et convergent si la condition CFL |V|At < Ax est satisfaite.

Indication : en supposant V > 0, récrire le schéma sous la forme explicite u?“ +
auf + fuj_y avec o, >0 et a+ =1, puis conclure.

Exercice 5.6 Montrer que, sous condition CFL, le schéma explicite décentré amont
(5.18) vérifie la condition nécessaire de stabilité en norme L? de Von Neumann.

Indication : montrer que A(k) =1—2YVE% (1 — %) sin? krAz.

Finalement nous présentons le schéma diamant (ou en croix), da a Carlson [14],
qui est un schéma centré ayant ’avantage d’étre précis a 'ordre 2 et inconditionnel-
lement stable, et qui se généralise facilement pour I’équation de Boltzmann linéaire
(voir la Section 5.2). Pour cette derniére équation le schéma diamant est “le” schéma
de référence, extrémement populaire dans les applications industrielles. Ce schéma est

un peu plus compliqué que les précédents car il utilise les inconnues intermédiaires
n+1/2
j+1/2
au point ;41,2 = (j +1/2)Ax. 1l s’écrit

u qui sont des approximations de la solution au temps ¢,,1/o = (n + 1/2)At et

+1 n+1/2 . n+1/2
R N 2V B S VR
At Az ’ (5.14)
+1 _n+1/2 n+1/2
ul Fuf =g, U,

La premicre ligne de (5.14) discrétise de maniére centrée I’équation de transport
(5.12) tandis que la deuxiéme ligne est purement algébrique. Cette deuxiéme rela-
tion de (5.14) est dite “diamant” & cause de la figure obtenue en reliant les points
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n+1

n+1/2]

12§ 2 X

FIGURE 5.2 — Schéma diamant ou en croix.

(W G2 /2
Ui U tigr2e Yoo
lations (5.14) sont valables pour les indices 1 < j < N et on les compléte par la

conditions aux limites d’entrée

) sur un maillage espace-temps (voir la Figure 5.2). Les re-

ug =g(t,) pourn > 0. (5.15)
Pour calculer la solution de (5.14), on élimine I'inconnue u?“ ;lj_rll //22 + ;L+11 //22 —uf
pour se ramener au schéma, a priori implicite,
nt1/2 VAt n+1/2 VAt
uj+1/2 (1 + TJ; + ujfl/Q 1-— Al' 2U;l, (516)
qui permet de calculer les valeurs (u;fll //22 ); en fonction des valeurs précédentes (uj);.

On calcule ensuite facilement les valeurs (u" ') j avec la relation diamant, deuxiéme

ligne de (5.14). La relation (5.16) est valable pour les indices 0 < j < N et on la
compléte par la condition aux limites d’entrée (obtenue en injectant (5.15) dans la
relation diamant)
n+1/2 n+1/2
w0 = P 4 gtn) + g(tng),

qui conduit &

n 1 + VAt —g tn _ VAt

Bien que le schéma (5.16) semble étre implicite, il n’en est rien car il est possible de
n+1/2
J+1/2
(car la vitesse est positive V' > 0; c’est ’équivalent discret de la méthode des ca-
ractéristiques). Autrement dit, la résolution du systéme linéaire associé & (5.16) est

immédiate car la matrice correspondante A est triangulaire inférieure (et inversible

calculer de proche en proche les valeurs u en allant dans le sens des j croissants
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puisque 1+ ¢ > 0)

1+c 0 0
l1—¢c 1+4c¢ 0
A VAt
— t. c. ’. avec ¢ = ——
. . . Ax
1—c 1+c¢ 0
0 l—c 1+c¢

Autrement dit, le schéma diamant (5.14) est quasiment explicite alors qu’il va hériter
des propriétés usuelles des schémas implicites (stabilité inconditionnelle). Pour mon-
trer la stabilité de ce schéma nous allons utiliser la méthode d’inégalité d’énergie et
pour commencer nous établissons cette inégalité pour ’équation de transport (5.12)
(comme dans la Sous-section 2.5).

Lemme 5.1.15 Toute solution réquli¢re de (5.12) vérifie

1 1 T
/|u(T,x)|2dx§/ |u0(x)|2da:+/ Vig(t)|2 dt.
0 0 0

Démonstration. On multiplie (5.12) par u et on intégre en espace

2dt (/ [ult, z) 2d9”> Y (ult, )2 = Jutt, 0)) = 0.

On remplace u(t,0) par la condition aux limites g(¢), on minore par zéro le terme de
bord en z =1 et on intégre en temps pour obtenir

/|uTx\d$—/|u0m|da?—V/ t)?dt <0

qui est I'inégalité d’énergie recherchée. m

Lemme 5.1.16 Le schéma diamant (5.14) est inconditionnellement stable en norme
L2

Démonstration. On va reproduire I’argument de la preuve du Lemme 5.1.15 mais
adapté au cas discret, c’est-a-dire en remplacant les intégrations par des réarrange-
ments de sommes discrétes. Pour cela on multiplie la premiére équation de (5.14) par
(u} ntl u?) et on utilise la deuxiéme équation de (5.14) pour le deuxiéme terme, ce
qu1 donne

(52~ ) (i) = ()

At Ax

En sommant sur j les termes en (j + 1/2) s’éliminent deux a deux (sauf les extrémes
pour lesquels on utilise la condition aux limites d’entrée) et on obtient

=0.

Z Az(u+h) ZA:C 2 VAL %) <.
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On somme alors en n pour en déduire
N N
Z A:U(u?“)2 < Z A:c(ug)2 +V Z At(ulf/zl/Q)Q. (5.18)
j=1 j=1

La condition aux limites d’entrée (5.17) nous dit que

L2 g(tn) + g(tny1) n g(tn) — g(tnt1)
1/2 VAL
2 Q—Am
Az
= g(tny1/2) — Wg/(tn+1/2) + O((At)2 + (At)zAx),

(5.19)

ce qui implique que la derniére somme dans (5.18) est une approximation consistante

de fOT lg(t)|? dt et donc que (5.18) est bien une inégalité de stabilité en norme L2
valable pour tout choix des pas de temps et d’espace. ®

Exercice 5.7 Montrer que le schéma diamant (5.14) (avec conditions aux limites de
périodicité) vérifie la condition nécessaire de stabilité en norme L? de Von Neumann.
Indication : incorporer une donnée de type Fourier u} = A(k)"exp(2mkx;) directe-
ment dans (5.18), et en déduire une majoration sur |A(k)|.

Lemme 5.1.17 Le schéma diamant (5.14) est consistant avec l’équation de transport
(5.12), précis a lordre 2 en espace et en temps.

Démonstration. On calcule les erreurs de troncature des deux relations du schéma

By = U(tnt1,25) — u(tn, ;) n Vu(tn+1/27$j+1/2) —U(tng1/2,Tj—1/2)

At Az

et
By = u(tny1,25) +ultn, v5) — u(tnyi/2, Tj41/2) — ultnyi/2, T-1/2)

en faisant un développement de Taylor autour du point (t,1/2,2;). On obtient

E = (?; * VZZ) (tns1/2:75) + O (A1) + (Ax)?)
et
By = O ((At)? + (Ax)?),

ce qui prouve que le schéma, est consistant et d’ordre 2. m

Puisque le schéma diamant (5.14) est stable et consistant, il est automatiquement
convergent par application du Théoréme de Lax 5.1.12. Néanmoins nous allons redé-
montrer ce résultat (en suivant exactement la méme méthode!) car le lecteur attentif
aura remarqué que la définition du schéma diamant n’est pas standard puisqu’elle
comprend deux relations dont une (la deuxiéme) est purement algébrique. Stricto
sensu, la démonstration que nous avons donnée du Théoréme de Lax ne s’applique
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pas au schéma diamant qui est un schéma a trois niveaux (n, n + 1/2, n + 1). Par
ailleurs, la définition de la stabilité du schéma dans le Lemme 5.1.16 tient compte, non
seulement de la donnée initiale, mais aussi de la condition aux limites. De méme, dans
la démonstration du Lemme 5.1.17 sur la précision du schéma on peut se demander
¢l ne fallait pas diviser la deuxiéme relation de (5.14) par At ou Az. Pour clarifier
ces points nous allons donc démontrer le résultat suivant.

Lemme 5.1.18 Le schéma diamant (5.14) est convergent en norme L?.

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoréme de Lax 5.1.12 nous
introduisons la notation @7 = u(t,,z;) ot u est la solution exacte de (5.12) et on
définit I'erreur € = u” — u(t,, ;). Comme le schéma est précis a I'ordre 2, on a

J j
ﬂ,n+1 an ~n+1/2 - ~n+1/2
i Yit1/2 %12 2 2
+V =0 ((At)” + (Ax)?),
At Ax (A7 + (Ax)%) (5.20)
e ap =al s+t + 0 (A2 + (Ax)?)
Par soustraction avec (5.14) on en déduit
n+1 n n+1/2 _ n+l/2
I NSV o Vi S el VE R
At Az a (5.21)
n+1 n __ n+l/2 n+1/2
€ el =eiyn Teity
avec
€] <0 et [pf[<d ou =0 ((At)2 + (Ax)Q) . (5.22)
Nous suivons alors la démonstration du Lemme 5.1.16 sur la stabilité, c’est-a-dire que

nous multiplions la premiére relation de (5.21) par G?ill//22+e”+11//22, que nous sommons

en j et que nous utilisons dans la deuxiéme relation pour obtenir

>
8
] =

()7 = (€50%) + VAL ((R71R) = (5%)?) =

N (5.23)
Ax> (At (et +ef) + nf(ef T — ef) — Ateyny) .
j=1
Puis on somme en n, en se rappelant que l'erreur initiale est nulle, e = 0, en in-
troduisant la norme L? discréte et en minorant par zéro le terme (ex;;ll/ /22) pour
obtenir
no—1
le™ 3 < VALY (e} ?)?
=0 e (5.24)

FAZY N (At (el ) (el =€) — Atelnl) .

j=1 n=0
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On réarrange la somme suivante

’I’L()fl

no
dSoniertt—eny=>ermi Tt —n),
n=0 n=0

puis on majore tous les termes du membre de droite de (5.24). Remarquons que n;
est une erreur de troncature et que, si on avait poursuivi le développement de Taylor
dans la démonstration du Lemme 5.1.17, on aurait aisément vu que

17;’71 -nj =AtO ((At)2 + (A:v)g) .

En utilisant la condition aux limites d’entrée (5.19), il est facile de voir par un déve-
loppement de Taylor que I'on a

P2 <s on 5=0((AD? + (Ax)?).

|61/2

Par conséquent, on en déduit

N Tlofl
le™ |3 < VnoAts® + AtAz Y > (51l + lef]) + dlef| + 6°) . (5.25)

j=1 n=0

Pour un temps final T' = npAt, on choisit ng qui donne l'erreur maximale, |[e™0]|s =
maxi<np<ng ||€"|l2, ce qui permet de majorer encore (5.25)

N
le" |3 < (V +1)T 6% + 3T6Az > [ef°]. (5.26)
j=1

Comme Az Z;\f:l < 1, par Cauchy-Schwarz on a

N
Az lef] < fle ]2,

Jj=1

et (5.26) conduit a
(67 emlla)* < C (57 e o + 1),

d’ott 'on déduit lexistence d’une constante C, indépendante de At et Az, telle que
lle™ |l = maxi<n<n, [l€™]le < C6. Le schéma diamant est donc convergent et sa
vitesse de convergence est bien d’ordre 2. m

Remarque 5.1.19 Le seul inconvénient du schéma diamant (5.14) est qu’il n’est pas
positif en général, c’est-a-dire qu’il peut produire des valeurs négatives de la solution
méme si la donnée initiale (et éventuellement la condition auz limites) est positive.
C’est bien str contraire au principe du mazimum pour [’équation de transport (5.12).
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Remarque 5.1.20 (A propos des conditions aux limites) Pour rester consis-
tants avec le début de cette section, nous avons présenté le schéma diamant en dis-
crétisant le domaine spatial (0,1) a laide des points x; = jAx qui, en particulier,
redonnent les deuz extrémités de l’intervalle, xo =0 et xn11 = 1. Les points supplé-
mentaires xj.1/2 = (j +1/2)Ax sont définis ultérieurement comme les points milieux
des mailles (xj,xj41). Cette fagon de faire n'est pas trés commode pour définir les
conditions auz limites du schéma numérique. En effet, puisque les bords de l'inter-
valle sont des points entiers, xo et Ty11, la condition auz limites d’entrée (5.15) porte
sur la valeur discréte en xg, mais il faut la transférer a linconnue sur le point milieu

x1/9 (voir (5.17)) puisque le calcul effectif du schéma diamant porte sur les valeurs
n+1/2
j+1/2
l’exemple que nous venons d’étudier mais cela devient vite inextricable pour l’équation

de Boltzmann. C’est pourquoi, dans ce cas, l'usage est de changer les rdles des points
entiers x; et des points milieur w1 /2. Autrement dit, on discrétise le domaine spa-
tial (0,1) par des points x;41/2 = jAx, pour 0 < j < N 41, avec Az = 1/(N +1),
et on considere les points x; comme les milieur des segments (T;_1/2,Tj41/2). On
garde alors les mémes formules (5.14) pour le schéma diamant, mais la condition aux
limites d’entrée est beaucoup plus simple : u?/Q = g(ty). Cette approche est parfois ap-
pelée méthode des volumes finis. C’est ce que nous allons faire dans la suite mais avec
une notation différente du domaine spatial afin d’éviter d’éventuelles confusions...

U plutot que sur les valeurs u}. C’est un peu compliqué mais encore faisable sur

5.2 Différences finies pour I’équation de Boltzmann
linéaire
5.2.1 Le cas stationnaire sans collisions

Nous commencons par un cas particuliérement simple qui revient peu ou prou a
considérer 1’équation précédente de transport dans le cas stationnaire. On étudie donc
I’équation de Boltzmann linéaire stationnaire, sans collisions, en géométrie de plaque
infinie (“slab” en anglais) dans le cas mono-groupe isotrope, voir (1.5),

P o) + o (@l ) = F 0
pour (x,u) € (—¢,+0) x (—1,+1) (5.27)

u(—£, p) =0 pour p >0, u(+¢, u) =0 pour u < 0,

ot o(x) > 0 est la section efficace d’absorption, f(x, ) est un terme source, 2¢ > 0
est la largeur du domaine géométrique et les conditions aux limites sont de type
Dirichlet ou vide (pas de particules rentrantes). Il est, bien sir, trés facile de calculer
la solution exacte du probléme aux limites (5.27) par la méthode des caractéristiques.
Néanmoins, nous allons décrire une méthode de différences finies en espace et vitesse,
appelée aussi méthode Sy ou des ordonnées discrétes qui sera la brique de base
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des schémas numériques pour des modéles de transport plus complets. Les points du
maillage sont équirépartis en x,

Tjy172 = —L+ jAz pour j € {0,1,..., N} et Az = %67 (5.28)
mais pas forcément en vitesse : (ux) est une famille finie de vitesses discrétisant
I'intervalle [—1,+1]. Pour I'instant, la seule propriété que l'on exige de cette famille
est qu’elle évite la vitesse nulle, pour une raison qui sera claire dans quelques lignes.
Autrement dit, on suppose que u # 0 pour tout indice k.

Le schéma le plus répandu est le schéma diamant qui est ici la version station-
naire du schéma introduit & la section précédente et qui utilise les points milieux
définis par

xj=—C+(j—1/2)Az pour j € {1,2,...,N}.

Pour tout indice de vitesse k on notera u? une approximation de u(z;, ux), pour

J
jeA{l,..,N}, et u§+1/2 une approximation de w(x;iq/9, px), pour j € {0,...,N}.
Pour j € {1,..., N} et tous les indices k, le schéma diamant est donné par
k k
u” —u”
+1/2 —-1/2 k k
Mk% +ojuj = f; (5.29)
et la formule “diamant” . .
kY2 T U1y
up =
Comme d’habitude o; et f]k sont des approximations de o(z;) et f(z;, u) respecti-
vement.
La résolution de (5.29)-(5.30) est totalement explicite et trés simple par 1’équi-
valent discret de la méthode des caractéristiques. En effet, pour pp > 0 on résout
(5.29)-(5.30) selon les valeurs de j croissantes en partant de la condition aux limites

(5.30)

ulf/Q = 0 pour puy > 0,

et en écrivant
y _ (2ux — Uij)u§71/2 + ZAfo’-“
]+1/2 2ﬂk+0gA-r

pour j > 1, (5.31)

tandis que pour py < 0 on résout (5.29)-(5.30) selon les valeurs de j décroissantes en
partant de la condition aux limites

Kk
Up 4179 = 0 pour pg <0,
et en écrivant

(—2pp — UjA$)U?+1/2 + 2Amfjl-f _
U gy = T pour j < N. (5.32)
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Il est clair maintenant pourquoi ’on évite la valeur nulle de la vitesse p qui ne permet
pas de résoudre (5.29)-(5.30) par cet algorithme de marche en espace (le sens de la
condition aux limites n’est pas non plus clair pour u = 0).

Pour simplifier 'analyse nous allons supposer désormais que 1’absorption o(z) est
constante, c’est-a- dire que o; = 0 > 0 pour tout indice j. On déduit de (5.31)-(5.32)
les formules exactes pour la solution discréte : pour pg > 0,

2Ax J . 2u — ocAx
k _ —i rk —
Ujp1/2 = Qﬂ—k T oA Z(Ak)] 1 avec Ay

- )
p 2ur + oAz
tandis que, pour ui < 0,
N
2Ax - —2u — oAz
k E i—j pk
N = A J £ A = -
UJ41/2 *Q[Lk +0A£l7 izj( k) fz avec k *QHk +O’AIIZ’

Lemme 5.2.1 Le schéma diamant (5.29)-(5.30) est consistant et précis d’ordre 2 en
espace. De plus il est stable au sens L™, c’est-a-dire que, pour tout j € {0,1,..., N},

on a
2¢

r— max
|k | ze(—£,40)

f (s ).

k
Ui s1/0] <

Démonstration. Par développement de Taylor en x autour du point z; il est évident
que le schéma diamant est précis a l'ordre 2. Par ailleurs, on vérifie que |A| < 1 pour
tout k, puisque o > 0. On en déduit donc

Az
|u?+1/2‘ < jN

ir (5 o)

max
ze(—4,+£)
d’ou 'on déduit le résultat de stabilité. m

Exercice 5.8 (difficile) En s’inspirant de la démonstration du Lemme 5.1.16 montrer
que le schéma diamant (5.29)-(5.50) est stable au sens L*.

Lemme 5.2.2 Le schéma diamant (5.29)-(5.80) vérifie le principe du mazimum dis-

cret sous la condition o i
min
Az < M
o

Démonstration. Il faut vérifier que, si ff > 0 pour tout j, alors la solution discréte
vérifie aussi u§+1/2 > 0 pour tout j. Clest vrai si Ay > 0 ce qui correspond a la

condition annoncée lorsque k varie. m

Dans la pratique, la plus petite des vitesses est faible ou bien ’absorption est forte,
ce qui entraine que la condition, de type CFL, du Lemme 5.2.2 est violée sauf pour des
maillages trés fins. Le schéma diamant n’est donc pas positif dans de nombreux cas,
c’est-a-dire qu’il peut donner des valeurs négatives de la solution méme si les sources
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sont positives, ce qui peut étre génant du point de vue physique. Pour remédier a cet
inconvénient on peut utiliser un autre schéma comme le schéma décentré amont
(appelé aussi “step scheme” en neutronique)

uj —ujy k _ rk
prt g o = pour i > 0
(5.33)
Uiy~ Uy k _ ¢k
/u'ijx +Ujuj :fj pour pug <0

qui est évidemment similaire au schéma décentré amont (5.13) pour I’équation d’ad-
vection. (Dans ce cas, il vaut mieux revenir & 'ancienne définition des points x; qui
permet d’écrire simplement la condition aux limites d’entrée, ulg = 0 pour pr >0, et
uk, +1 = 0 pour p3, < 0). Encore une fois on résout (5.33) pour les j croissants lorsque
i > 0 et pour les j décroissants lorsque pg < 0.

Lemme 5.2.3 Le schéma décentré amont (5.33) vérifie le principe du mazimum dis-
cret (sans condition sur les pas de discrétisation). Par ailleurs, il est consistant et
précis a l'ordre 1 seulement.

Démonstration. On réécrit le schéma sous la forme

k _ Mku?—l + Axfjk

u’ pour g > 0
! HE + 0
et
k k
—ppus g + Az fr
Uf _ HRtin 5 pour g < 0.
—Hi £ 0

On vérifie sans peine, par récurrence, que fjlC > 0, pour tout j, implique uf > 0 pour
tout 5. Par développement de Taylor en x il est évident que le schéma décentré amont
est précis a I'ordre 1 mais pas plus. ®

De la méme maniére que le schéma explicite centré pour I’équation d’advection
était inutilisable, quoique pourtant trés naturel, le schéma centré est instable pour
I’équation de transport comme le montre I'exercice suivant.

Exercice 5.9 Montrer que le schéma suivant, dit centré,

k k
Uiy —uj

—1 k k
M=oy o =i

est instable, c’est-a-dire que ses solutions exactes exhibent une partie 4 croissance
exponentielle en j.

o k— _
Indication : on pourra prendre f7 =0 el 0; = 0.
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5.2.2 Formules d’intégration numérique

Cette section est consacrée au choix de la famille de vitesses discrétes (uy) qui
doivent appartenir & U'intervalle [—1; +1] et étre non nulles. Lorsqu’on doit discrétiser
des opérateurs de collision en transport il est nécessaire d’évaluer des intégrales par
rapport a la vitesse . Pour cela on introduit des poids wy € R et, pour toute fonction
f, on approche l'intégrale exacte par une somme de Riemann

+1
Flu)dp~ Y wif (k).
- k
Par conséquent, la motivation principale du choix des vitesses discrétes (ug) est la
précision de cette formule d’intégration numérique ou quadrature .
Pour des raisons, physiques et mathématiques, de symétrie, on se restreint a des
distributions symétriques par rapport a l'origine, c’est-d-dire que les vitesses sont
impaires et les poids pairs

W_p =—lk , W_p=uwg pour tout k.
On note 2K le nombre total de vitesses que 1’on ordonne ainsi
1< p g <pgi1 < <p1<0<p < - <pg-1 <prg <+1.

Pour des raisons de positivité il est aussi souhaitable d’avoir des poids positifs wy > 0.
Avec toutes ces conditions il existe encore de nombreuses formules de quadrature
possibles

+1 K
fwdu~ Y wpf (). (5.34)
-1 k=—K k0

Par exemple, une idée simple, mais un peu naive, est de prendre des vitesses équidis-
tribuées, c’est-a-dire

pr = (1/2+k)/K pour — K <k<-1, ur=(-1/2+k)/K pour 1 <k <K,

et d’appliquer la formule des trapézes sur chaque sous-intervalle ce qui donne wy =
1/K pour tout k.

Une méthode fréquemment utilisée car plus précise est la formule d’intégration
de Gauss a 2K points qui repose sur l'utilisation des polyndémes de Legendre, définis

par
1y,
= = B -n" > 1. :
Py(p) =1, Pu(p) 2l gy ((u 1) ) pour n > 1 (5.35)

Un calcul explicite facile conduit aux expressions suivantes pour les premiers poly-
nomes

Pi() = i, Pal) = 5(3% 1), Po(u) = 3 (50" — 3u).

Plus généralement nous laissons au lecteur le soin de vérifier les propriétés suivantes
en exercice.
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Exercice 5.10 Les polynomes de Legendre, définis par (5.35), ont les propriétés swi-
vantes :

1. le degré de P, est exactement n, P, est pair et Pony1 est impair,
2. ils sont orthogonaur au sens ot
1 [t

6nm
2/, Po(p) P () dpp = 5 =7 (5.36)

avec Onm le symbole de Kronecker (égal & 1 sin=m et & 0 sinon),

3. ils vérifient la relation de récurrence

1P (1)

= 57 (1 VP () 40 P (). (5.37)
4. ils vérifient I’équation différentielle

d? d
2 _
(I—p )dTﬂP"(“) - Qu@Pn(u) +n(n+1)Py(u) =0,

5. les racines de P, (1) sont toutes réelles, distinctes, comprises dans lintervalle
ouvert (—1;+1) et symétriques par rapport o l'origine, c’est-a-dire que si p est
racine alors —p aussi.

Pour plus de détails, on pourra consulter tout ouvrage sur les fonctions spéciales, tel
le célebre Handbook of Mathematical functions par Abramowitz et Stegun [1].

Comme Prx a 2K racines distinctes non nulles, on les choisit pour étre les 2K
vitesses discrétes (ug) et on prend

wk:/H (zk(u))% avec  Iy(p) = ﬁ L (5.38)

= j=— K0k HE T 1

Le polynome i (1) est appelé polyndéme d’interpolation de Lagrange. Il vaut exacte-
ment 1 pour = py, et 0 pour toutes les autres valeurs p = u;, j # k.

Lemme 5.2.4 La formule de quadrature de Gauss, basée sur les vitesses discrétes
(1) €gales aux racines du polynome de Legendre Pag et sur les poids (wy) définis par
(5.38), est exacte pour tous les polynomes d’ordre inférieur ow égal & 4K — 1. On dit
qu’elle est d’ordre 4K — 1.

Démonstration. Pour simplifier les notations, on désigne par IC ’ensemble des in-
dices entiers —K < k < +K avec k # 0 (le cardinal de K est 2K). Il est bien connu
que les polynomes d’interpolation de Lagrange, I;(u) pour k € K, forment une base
de ’ensemble Pog 1 des polyndomes de degré inférieur ou égal & 2K — 1. De plus, tout
polynome q € Pyx_; s’écrit

(1) = > alu)li(p)-

ke
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La formule de quadrature ), . @rq(pr) avec @y = fjll I (1) dp est donc exacte pour
tout polynome q € Por_1

+1
/ g(w)dp = > Gralpe) Vg € Pag 1.
-1 kek

Vérifions qu’elle ’est aussi pour les polynémes q € Pyx 1. Par division euclidienne, il
existe deux polynoémes d et r, dont les degrés sont I'un et 'autre inférieurs ou égaux
a 2K — 1, tels que

q(p) = d(p) [T (= ) +r(w).

ke

Or [[iex(p — px) = Parc (1) qui est orthogonal & l'espace P 1 (voir (5.36) dans
I’Exercice 5.10). Donc

+1 +1
/ q(u)du = / r(pdp =Y opr(pe) =Y Oralu),

-1 -1 kek kek

c’est-a-dire que la formule de quadrature est exacte dans Pyx 1. Finalement, en pre-
nant q(u) = (Ig(1))? € Pyg_1, on vérifie que

@y, =/+1 lk(u)du=/+1 (lk(ﬂ))zdﬂzwk~

-1 —1

Remarque 5.2.5 Lorsque l'on choisit une discrétisation en vitesses i, le dilemne
est de choisir entre une grande précision obtenue grdce o une discrétisation fine
(grande valeur de K ) et un codt de calcul modéré pour une discrétisation plus grossiére
(petite valeur de K ). Lorsque les phénomenes de collision sont importants (autrement
dit, quand on est proche d’une limite de diffusion), un faible nombre de vitesses dis-
cretes est suffisant en pratiqgue. Néanmoins, lorsque les milieux sont “transparents”
(c’est-a-dire qu’il y a peu de collisions), une trop grossiére discrétisation en vitesse
conduit a des artefacts numériques connus sous le nom d’effets de raie. Certaines
directions sont privilégiées, ce qui peut conduire & des solutions non monotones en
espace.

Remarque 5.2.6 Pour mieux éviter encore la singularité créée par la vitesse nulle
dans la résolution de I’équation du transport, un autre choix populaire est la formule
de double quadrature de Gauss. L’idée est prendre sur chacun des intervalles
[—1,0] et [0, +1] une formule de quadrature de Gauss & K points et d’ordre 2K + 1.

Remarque 5.2.7 Lorsque 'on définit la formule de quadrature (5.34) avec les vi-
tesses discrétes py, qui sont les racines du polyndéme de Legendre Pok, et avec les
poids wy, donnés par (5.38), la méthode des ordonnées discrétes, ou méthode Sy,
est équivalente a la méthode Py, ou méthode des polyndémes de Legendre. L’idée de
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cette derniére est, a partir de ’équation de Boltzmann (5.27), de ne pas discrétiser
en vitesse, mais plutot d’approcher Uinconnue u(x,n) dans la base des polynomes de
Legendre
2K
w(e, 1) ~ 3 (2K + 1w (@) Pilp).

k=0

On utilise alors la propriété d’orthogonalité des polynéomes Py, ainsi que la relation
de récurrence (5.87) pour montrer que l’équation de Boltzmann peut étre approchée
par un systéme d’équations différentielles ordinaires

k dgf)k_l k + 1 d¢k+1
2k +1 dx 2k +1 dx

+ o) = fulz) 0<k<2K,

avec f(x) =1/2 fjll f(z, @) Pr(p)dp et, par convention, pax+1 = 0. Il 0’y a plus alors
qu’a discrétiser par différences finis ces équations différentielles ordinaires. L’intérét
de la méthode Py est que les noyaux de collision (que nous étudierons dans la section
sutvante) s’écrivent aussi trés simplement dans la base des polynomes de Legendre.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les deur méthodes Sy et Py sont
équivalentes dans ce cas uni-dimensionnel (voir [43] si nécessaire).

5.2.3 Le cas stationnaire avec collisions

On considére maintenant I’équation de Boltzmann linéaire stationnaire dans les
mémes conditions que la section précédente mais en tenant compte désormais des
collisions

U o*(x +1
p ) + oyt ) = T3 [ e dy + o)

pour (x, ) € (=4, +¢) x (—1,+1) (5.39)

w(—~, ) = 0 pour > 0, u(+¢, p) =0 pour pu < 0.

Pour que le probléme aux limites (5.39) soit bien posé (voir la Section 3.4) nous faisons
I’hypotheése que le milieu est sous-critique, c’est-a-dire qu’il existe une constante oy >
0 telle que

0<o0g<o(r)—o*(z) pour z € (—¢,+0). (5.40)

Nous décrivons la méthode Sy ou des ordonnées discrétes dans ce contexte. Le
maillage en espace est toujours défini par les points x;,/, définis dans (5.28) et on
choisit une des discrétisations symétriques en vitesse décrites dans la section 5.2.2,
(ux) ou l'indice k varie dans {—K,...,—1} U {1, ..., K} mais ne prend pas la valeur 0
afin qu’aucune vitesse py ne soit nulle. Les poids wy sont aussi symétriques et positifs
et la formule de quadrature est (5.34).



202 CHAPITRE 5. METHODES NUMERIQUES

Dans ce cadre le schéma diamant est donné, pour 1 < j < N, par

k k
Ujyrye = U172
k Az
k k
k_ Y12 T Y1y
ot la deuxiéme ligne est la relation diamant (5.30) et %; est la moyenne angulaire
définie par

+ojuy = ot + ff (5.41)
5.41

1
uU; = = Z wkuf. (542)

k=—K,k#0
Comme d’habitude o, o7} et fjlC sont des approximations de o(z;), o(z;) et f(x;, ux)
respectivement. Les conditions aux limites de flux entrant nul sont

u’f/2:0P0url~tk>07 et u%+1/2=0pour/¢k<0.

Comme pour le schéma sans collisions (5.29)-(5.30) de la section précédente, la
précision de (5.41)-(5.42) est d’ordre 2 en espace. Nous expliquerons un peu plus
loin (voir le Lemme 5.2.10) comment on calcule en pratique la solution discréte du
schéma diamant. Auparavant nous étudions sa stabilité en nous inspirant d’une in-
égalité d’énergie dans le cas continu (voir le Lemme 3.2.5).

Lemme 5.2.8 La solution u(x, i) de ’équation de transport (5.39) vérifie

+£ +1 ) 1 +£ +1 )
[ [ wepasan s 5 [ [l wPdsan
- J-1 05 J—¢ J-1

Démonstration. On multiplie ’équation (5.39) par w et on intégre par parties. Le
terme de transport devient

+4 41 ou 1 +1 \ 1 +1 )
/ / po—udr dp = 7/ plu(+E, )| dp — 7/ plu(=€, p)|" dp =0
.y —1 61‘ 2 _1 2 1

a cause des conditions aux limites imposées. Par conséquent

2

+€ 1 1 [+ +1 +£ 41
/ / olul?dx dp < 7/ o* (/ ud,u) dx—i—/ fudxdpu.
—¢ J-1 2J -1 —¢ J-1
Or, par Cauchy-Schwarz,
+1 z +1
([ o) <2/ wpan
-1 -1
d’ott 'on déduit

+0 41 +¢ 41 +4 p+1
0'0/ / lu|?dx dp < / / (0 — o")|u|?dx du < / fudzdp.
—¢ Jo1 —¢ Jo1 — Joa
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Une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure. m

On adapte 'argument de la preuve du Lemme 5.2.8 pour obtenir le résultat suivant
de stabilité.

Lemme 5.2.9 Le schéma diamant (5.41-5.42) est inconditionnellement stable L? au

sens ot sa solution discréte uf vérifie

lub)]| < GiOn(ff)n.

avec la norme discréte définie par

K

ub)|2 = ZA:U S wilul.

j=1 k=—K, k0

Démonstration. On multiplie (5.41) par Axwk(u;?H/Q + ué‘?il/Q) = 2Axwku;? et on
somme sur j et k. Le terme de transport devient

N K
Z Z WiHk ((“?+1/2)2_(“§—1/2)2) =

j=1 k=—K k0

K K
S w0 = Y wem(ufg)? > 0
kh=— K k0 k=— K k0

a cause des conditions aux limites imposées. Par conséquent, le reste de (5.41) donne

QZ Z Azojwy(u <4ZA.’L‘U uj) +QZ Z Amwkukfk

j=1 k=—K k0 j=1 k=—K k0

Or, par Cauchy-Schwarz,

o, 1 K 1 K 1 K e
@) =15 > waf| <l5 > w5 D @)
k=—K,k#0 k=—K,k#0 k=—K, k#0
1 K
< 5 > wu)?
k=—K,k+0

d’ott Pon déduit, grace a ’hypothése de sous-criticité (5.40),

N K
JOZ Z Azwi(u 2 Z Z Axwku?ff.

=1 k=—K k0 =1 k=—K,k#0

Une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure. m
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Nous revenons maintenant a la définition du schéma diamant et expliquons com-
ment on peut calculer sa solution discréte. Il est possible de résoudre simultanément
toutes les équations du schéma (5.41)-(5.42) en résolvant un grand systéme linéaire
pour le vecteur inconnu ayant 2K N composantes (u;C 1 /2). Mais cela requiert beau-
coup de place mémoire et de temps de calcul, pas tant en une dimension d’espace
mais pour les dimensions 2 ou 3 d’espace. En général on préfére utiliser une méthode
itérative trés simple, connue sous le nom d’itération sur les sources. Son principe
est de supposer connu le membre de droite de (5.41) (y compris la moyenne angu-
laire), de résoudre 1’équation de transport sans collision par un schéma de la Section
5.2.1, de mettre a jour le membre de droite de (5.41), puis d’itérer ce procédé jusqu’a
convergence. Cet algorithme itératif est I’exact analogue, en discret, de 'argument de
point fixe utilisé pour démontrer ’existence d’une solution de I’équation de Boltzmann
au Théoréme 3.1.2.

Plus précisément, on note n > 0 le numéro d’itération. On initialise ’algorithme
(dit d’itération sur les sources) en posant, pour n = 0,

) =0,
puis a l'itération n > 1 on résout
uk,n _ uk,n uk,n +u \n
j+1/2 j—1/2 j+1/2 j—1/2 ,n— k
o —2 Az / o2 5 ! = ojuy ! + f; (5.43)
et on met a jour la moyenne angulaire
K k,n k,n
1 u; +us
—no__ j+1/2 Jj—1/2
uj =3 Z W (5.44)

k=—K,k#0

La résolution de (5.43) est identique a celle de (5.29)-(5.30) dans la section précé-
dente et est donc trés facile par simple remontée des caractéristiques. L’intérét de cet
algorithme est qu’il ne nécessite aucun stockage de matrice ni résolution de systéme
linéaire.

Lemme 5.2.10 L’algorithme d’itération sur les sources (5.43)-(5.44) converge,
lorsque n tend vers linfini, vers la solution discrete du schéma (5.41)-(5.42).

Démonstration. Afin d’étudier sa convergence lorsque n tend vers +oco nous réécri-
vons (5.43)-(5.44) sous une forme matricielle plus compacte. On note U™ le vecteur de
uffl /2), F le vecteur de composantes ( ff), T la matrice de I'opérateur
de transport discrétisé dans le membre de gauche de (5.43) et enfin K la matrice de
Popérateur de collision discrétisé défini par (5.44) que multiplie le coefficient o*. Avec

ces notations U™ est la solution de

composantes (

TU" = KU" ' + F. (5.45)
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La suite U™ converge, c’est-a-dire que la méthode itérative converge (pour tout second
membre F), si et seulement si le rayon spectral de T-'K est strictement plus petit
que 1

p(TT'K) < 1.
(Rappelons que le rayon spectral d’une matrice est défini comme le maximum des
modules de ses valeurs propres.) Comme p(T'K) < T K| < [T |K]| (cf.
Proposition 13.1.7 dans [2]), il suffit de montrer que |7~ ||K| < 1. Pour cela on

s’'inspire de la démonstration du Lemme 5.2.9. Pour un second membre G on appelle
U la solution de

TU = G. (5.46)

On multiplie (5.46) par U et on somme sur toutes les composantes, ce qui est équi-
valent & multiplier le terme de transport de (5.41) par Amwk(ufﬂﬂ + U?q/z) et a
sommer sur j et k, calcul que nous avons déja fait dans la démonstration du Lemme
5.2.9. En notant ||U]| la norme (déja introduite au Lemme 5.2.9)

1/2
K /

N
Wwi={> ac > wlugl?]

j=1 k=—K,k#£0
ol on a utilisé la relation diamant 2u§ = uf 12t u;[l /2> On obtient que
o|lUIP<TU-U=G-U < |G||UJ,
c’est-a-dire que
_ 1
1T Gl = Ul < ~|Gl-

Par ailleurs, on vérifie que

N K N
IKUI? = (0*)2Y Ax Y wilay? =2(0")? Y Aafu,[?
Jj= J=1

=1 k=—K,k£0

\ K
et, par Cauchy-Schwarz pour @; = %Zk:—K k0 wkuf,

N K
IKUI> < (@)Y A Y wluf? = (@)U

j=1 k=—K,k#0

d’ott 'on déduit que |T71||||K|| < 0*/o < 1 a cause de I'hypothése de sous-criticité
(5.40). m
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5.2.4 Accélération par la diffusion

Dans cette section nous allons expliquer comment 1’algorithme d’itération sur les
sources (5.43)-(5.44) peut étre accéléré afin qu’il converge plus rapidement (c’est-a-
dire, avec un plus petit nombre d’itérations), et ceci grace, encore une fois, a ’approxi-
mation du transport par la diffusion. Afin d’expliquer le principe de cette méthode
d’accélération (ou de diffusion synthétique), commencgons par réécrire I’équation de
Boltzmann (5.39) sous la forme abstraite suivante

Tu=Ku+ f,
ou T est 'opérateur de transport, muni de ses conditions aux limites,
ou
Tu = H o + ow pour (z,u) € (=€, 4+£) x (=1,41)
r

u(—¢, ) =0 pour p >0, u(+¢, ) =0 pour pu < 0,

et K est 'opérateur de collision

o*(x +1
Ko = 3 [ ate ) d

On note ~ l'opérateur de moyennisation angulaire défini par

+1
u(z) = 7/ w(x, ') dp'.
-1

Remarquons que Ku = Ku. Introduisons un opérateur de diffusion D qui soit une
approximation convenable du transport, au sens de la Section 1.1.3 : il ne s’applique
qu’a des fonctions u(x) ne dépendant pas de la vitesse p,

Du = — div(DV7u) + opu,
et il est muni de conditions aux limites convenables.
Une version continue de l'algorithme d’itération sur les sources (5.43)-(5.44) s’écrit

n __ n—1 — —n—1
{TU =Ku" "+ f=Ku"" "+ f, (5.47)

u" =",
ou nous avons fait exprés d’introduire une inconnue supplémentaire, inutile ici, v™.
Remarquons aussi que seul %" ! est nécessaire dans le membre de droite. L’idée
est de modifier la relation donnant u” en fonction de v™. Pour cela on remarque
qu’en moyennant I’équation abstraite Tu = Ku + f et en additionnant/soustrayant
lopérateur D on obtient

Du=f—(T—- K- D)u.
On propose alors le nouveau schéma itératif

{ Tv" = Ku" ' + f,

Du"=f—(T-K— D",



5.2. DIFFERENCES FINIES POUR L’EQUATION DE BOLTZMANN 207

que 'on peut réécrire plus simplement en remarquant que la seconde équation est
équivalente a

D(um —v) = f— (T — K)v" = K(v" —ur—1) = K@" —a" '),
ou l'on a utilisé une moyenne de la premiére équation pour éliminer la source f. Ainsi
donc, 'algorithme d’itération sur les sources accéléré par diffusion est

Ty™ = Kﬂ”_l + f;
{ " =7v"+ D 'K@" —u"").
Formellement, si 'opérateur de diffusion D “vaut I'infini”, on retombe sur I’algorithme
précédent (5.47). Sinon, comme D! et K sont des opérateurs positifs, la deuxiéme
relation de (5.48) s’interpréte comme une extrapolation entre " et @™~ ' pour obtenir
u". La résolution de (5.48) est un peu plus chére, a chaque itération, que celle de
(5.47) puisqu'il faut résoudre d’abord une équation de transport pour obtenir v™ puis
une équation de diffusion pour obtenir u".
D’un point de vue algébrique et discret, ’algorithme précédent (5.47) s’interprétait
selon (5.45) comme

(5.48)

TU" = KU" ' + F,
ou U™ est le vecteur des composantes de la discrétisation de u™. Si on élimine v™ dans
(5.48), sachant que

V"= I+ D 'K) '@" + D Ku" ),
ce nouvel algorithme est modifié (on dit préconditionné) comme suit
T(I+ D 'K)~ (U” + D‘lKU"‘l) = KU ' +F. (5.49)
La matrice d’itération de (5.49) est
'K - DK (1~ T7'K)

dont on espére que le rayon spectral est plus petit que celui de 771K, ce qui est vrai
si on sait déja que p(T7 1K) < 1 et que D™'K est suffisamment petit. Bien siir, si
la suite U™, définie par (5.49), converge, alors elle converge vers la méme limite que
celle définie par (5.45).

5.2.5 Equation instationnaire ou cinétique

On considére maintenant ’équation compléte de Boltzmann linéaire dépendant du
temps (ou modele cinétique) pour I'inconnue u(t, x, 1)

ou ou _o*(x) [T P
EJF“%JFU("”)”_T/_I u(w, ') dp’ + f (@, 1)

pour (t,z,p) € RT x (=€, +£) x (—1,+1), (5.50)

U(t = 0,$,,U) = UO(I’ ,U) pour (xvlu) € (_év +€) X (_1? +1)7
u(—£, ) =0 pour p > 0, u(+¢, ) =0 pour u < 0.
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Pour que le probléme aux limites (5.50) admette une solution qui ne croit pas expo-
nentiellement en temps, nous supposons encore que le milieu est sous-critique, mais
avec une hypothése un peu plus faible que (5.40), a savoir

0<o(z)—o"(z) pour x € (—£,+0). (5.51)

Reprenons la méthode Sy ou des ordonnées discrétes dans ce contexte. On note

u?’k une approximation de la solution u(t,, x;, ux). Le schéma diamant, obtenu par

combinaison des schémas (5.14) et (5.41)-(5.42), s’écrit, pour 1 < j < N,

n+1,k n,k n+1/2,k un+1/2,k
j Y + J+1/2 -2 n+1/2 k
At Az it (5.52)
k= n+1/2 n+1/2,k
=05 + 1
avec les relations diamant
n+1 k n+1/2,k n+1/2,k
T Ml (5.53)
n+1/2,k _ n1/2k n+1/2,k ’
2u; = Ujprp T U1y
et la moyenne angulaire
1 K
ﬂ?+1/2 == Z Wi u;H_l/Q’k. (5.54)
k=—K k0

Comme d’habitude o;, o7 et f"Jrl/2 * sont des approximations de o(x;), o*(z;) et

F(tng1/2, 75, px) respectlvement La premiére relation diamant (5.53) permet d’éli-

n+1,k

miner l'inconnue u; tandis que la seconde relation diamant permet d’éliminer

U?H/ 2k ot d’obtenir un schéma implicite pour les valeurs u?ill //22 * en fonction des
valeurs u?’k
n+1/2,k n+1/2,k n+1/2,k n+1/2,k
Ujirye — Wi1/2 2\ YUjprye TU )
k + o+ ——
Az At 2 (5.55)
o 2
_ _n+1/2 _n+1/2 n+1/2,k 4 nk
7 (@412 U5 7070) + f; T

Lk _a s s . .
ntLE orace a la premicre relation diamant dans

On retrouve ensuite les valeurs u;
(5.53).

Le schéma (5.55) est complétement similaire au schéma stationnaire (5.41)-(5.42)
avec simplement un terme source modifié et une absorption o; augmentée de 2/At.
En particulier, on utilise les mémes conditions aux limites de flux nul en entrée, et on
peut encore résoudre (5.55) par une méthode d’itération sur les sources (cf. Lemme

5.2.10).
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Lemme 5.2.11 Le schéma diamant (5.52)-(5.53)-(5.54) est inconditionnellement
stable L? au sens ow, pour tout temps final T > 0, il existe une constante C(T) > 0
telle que la solution discréte u;-l’k vérifie pour tout n < T/At

I ))* < (1) (II SO+ Z Atl(f +1/2")||2> (5.56)

avec la norme discréte définie par

K

DE=Y A Y wh

j=1 k=—K k0

Démonstration. On multiplie le schéma (5.52) par Atwy(u; ntlk

les deux relations diamant (5.53) pour obtenir, aprés sommatlon,

N K
Z Z (|u"+1 k| — | ?’k|2) + 2Atz Z wk0]|un+1/2 k|

=1 k= K kA0 j=1 k=—K,k#0

4AtZO' |_n+1/2‘2+AtZ Z wkf-;l+1/27k(u?+1,k+u?,k)

j=1k=—K k0

—l—u?’k) et on utilise

car le terme de transport donne une contribution positive comme dans la démonstra-
tion du Lemme 5.2.9. Or, par Cauchy-Schwarz,

K

_nt1/212 1 nt1/2,k 2

‘U’j |” < 5 E Wk‘uj |
k=—K,k#0

et, comme o; > o7, les termes d’absorption peuvent s’éliminer dans l'inégalité. D’autre
part,

N K
1/2,k : , 1/2,k 7 ,
SO W k) <R () g )
j=1 k=—K k0
11/2,k 1 11,k &
S A (A

car, pour trois nombre positifs a,b,c, on a a(b+ ¢) < a? + (b + ¢?)/2. En combinant
ces inégalités on déduit

(1— At/2) |l TVR2 < (14 At/2)|[ul* (2 + At 2R,

Commne il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout 7' > 0 et At > 0 petit, on a

T/A
14 At/2\"/ ‘_om
1— At/2 =

Y

on en déduit I'inégalité (5.56). m
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Exercice 5.11 (difficile) En s’inspirant du Lemme 5.2.8, démontrer ’estimation
d’énergie dans L>=((0,T); L2((—¢,+€) x (=1,+1))) pour léquation (5.50) qui soit
équivalente o 'inégalité de stabilité discréte (5.56).

5.2.6 Généralisation a la dimension d’espace N = 2.

Nous nous sommes limités jusqu’ici & la discrétisation d’équations en une seule
dimension d’espace. Nous expliquons maintenant comment généraliser ce qui précéde
en dimension plus grande. Sans perte de généralité nous nous concentrons sur le cas
de la dimension d’espace N = 2; le cas N = 3 est complétement similaire dans le prin-
cipe méme si les temps de calcul et I’encombrement en mémoire sont beaucoup plus
importants et limitent singuliérement la taille des problémes que ’on peut résoudre.

y

O (Xj’ yk)

(Xj—l/z’ yk—1/2)

FIGURE 5.3 — Maillage 2d de type volumes finis ou les points (z;,yx) sont au centre
des mailles.

Pour une présentation de la méthode des différences finies en dimension N = 2
pour I’équation de diffusion, nous renvoyouns a [2]. Nous discutons donc ici uniquement
de I'équation de Boltzmann. En fait, ’algorithme d’itérations sur les sources, vu a la
Section 5.2.3, est le méme quelle que soit la dimension, et permet de se ramener a
la résolution d’une simple équation de transport. Pour simplifier nous supposons que
cette équation est stationnaire et mono-groupe, c’est-a-dire que ’ensemble des vitesses
possibles est caractérisé par le vecteur w = (wz,w,) dans la sphére unité |w| =1, et
que le domaine de calcul est un rectangle R = (0,¢;) x (0,¢,) dans le plan. Nous
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considérons donc ’équation suivante de transport sans collision

Wx% +Wy%Z +o(z,y)u = f(z,y,w) dans R x {jw| =1}
u(z,y,w) = 0 pour (x,y,w) €T,

(5.57)

ot I'™ est la frontiére rentrante dans I’espace des phases
F_ = {(lU,y) € 8R tel que n($7y> < 0}’

o(x,y) > 0 est la section efficace d’absorption, et f(x,y,w) est un terme source. Nous
décrivons la méthode des ordonnées discrétes qui est une méthode de différences finies
mais s’interpréte aussi comme une méthode de volumes finis. On utilise un maillage
cartésien défini par les pas d’espace Ax = ]{,—i et Ay = 1% et par les points

Tjy1/2 = jAx pour j € {0,1,..., N},
Yet1/2 = kAy pour k € {0,1,..., N, }.

Dans 'approche volumes finis les points (z;, y) sont vus comme les centres des cellules
rectangulaires de sommets les points milieux (2412, Yx+1/2) (voir la Figure 5.3).
Autrement dit, x; = (j — 1/2)Az, pour j € {1,...,N;}, et yp = (k — 1/2)Ay, pour
ke{l,.., Ny}

L’espace des vitesses |w| = 1 est discrétisé par une famille finie (w,). Nous ne
disons rien sur la facon dont on discrétise la sphére unité et nous renvoyons le lecteur,
par exemple, & [43]. La seule hypothése que nous faisons est que, comme en dimension
un, aucune des composantes des vitesses discrétes wy ;,wp , Ne s’annule.

L’idée du schéma diamant est d’intégrer ’équation de transport (5.57) sur une
cellule rectangulaire autour du point (x;,yx) en supposant les coefficients constants
dans cette maille. On obtient ainsi

P P P P
Uitiok — Yi_1/2k tw Uj k172~ Yjk—1/2
b,z A{l? DY Ay

+ O'iju?’k = fjp)k (5.58)

ol u?  €st une approximation de u(x;,yr,wp) et des définitions similaires pour les
autres termes. On compléte (5.58) par deux relations diamant supplémentaires (autant
que de dimensions d’espace)

u? +uf
ul, = LRk IR (5.59)
’ 2
u? +ul
uj7k;: J7k+1/2 5 7,k 1/2' (560)

Avant de voir comment résoudre le systéme d’équations discrétes (5.58)-(5.59)-(5.60),
comptons le nombre d’équations et celui d’inconnues, pour une vitesse w, donnée.
Nous avons 3 équations par cellule ou par point (z;,yx), c’est-a-dire 3N, N, équations.
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Nous comptons aussi N; N, inconnues u? , ainsi que (N +1)Ny inconnues u? Jok €t
(Ny 4+ 1)N, inconnues u] k12> S0it au total 3N, Ny, + N, + Ny, inconnues. Grace aux
conditions aux limites sur le bord rentrant I'~ (et avec I’hypothése usuelle qu’aucune
des composantes de la vitesse wy, n’est nulle) nous pouvons rajouter N, + N, relations
supplémentaires donnant les valeurs de ug.’ 12k et u?) Jt1/2 POUr les indices j et k
correspondant & I'". On a donc autant d’inconnues que d’équations dans ce systéme
linéaire.

Comme en dimension un, on peut résoudre explicitement ce systéme par I’analogue
discret de la méthode des caractéristiques. L’idée consiste a balayer le domaine de
calcul R en partant des conditions aux limites et en suivant le sens des caractéristiques.
On doit donc distinguer 4 cas selon le signe des composantes de la vitesse wy, :

(1) siwpq >0 etw,, >0, on balaye de gauche & droite et de bas en haut,
(2) siwpg >0etw,, <0, on balaye de gauche a droite et de haut en bas,
(3) siwpa <0etw,, >0,on balaye de droite & gauche et de bas en haut,
(4) si wp e <0 et wy, <0, on balaye de droite & gauche et de haut en bas.

On réécrit aussi les relations diamant (5.59)-(5.60) suivant le signe des composantes
de w, afin d’éliminer 'inconnue dans le membre de gauche des équation qui suivent :

“?4—1/271@ = 2“?,1@ u§_1/27k si wp.z > 0, (5.61)
“271/2,1@ = 2“?,1@ “§+1/2,k st wp g <0, (5.62)
u?,k+1/2 = 2“§,k - “?,k—1/2 si wp,y >0, (5.63)
u?k_l/g = 2“?,1@ — u§7k+1/2 si wp,y < 0. (5.64)

En reportant ces relations dans (5.58) on obtient un systéme d’équation pour les

inconnues u , que Pon résout par le procédé de balayage évoqué ci-dessus.
Exphcltons cette résolution dans le cas particulier (1) ci-dessus, c¢’est-a-dire w,, , >

0 et wp, > 0 (les autres cas s’obtiennent de maniére similaire : nous laissons au lecteur

le soin de le vérifier en exercice). On calcule les inconnues discrétes dans Pordre indiqué

sur la Figure 5.4. Les valeurs u?  sont calculés par la formule suivante obtenue en

reportant (5.61) et (5.63) dans (5.58)

p faz'ijrguA)L;“? 1/2k+22# ?k—l/Q

J

= ey ’ . (5.65)

2wp y

O'Jk+

5.3 Autres méthodes numériques

5.3.1 Meéthodes intégrales

Les méthodes intégrales de résolution numérique de 1’équation de Boltzmann li-
néaire sont basées sur la formule de représentation intégrale de la solution (2.1),
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11 ™ 12 ™ 13 ™ 14 ™ 15 ™
T T T —J —J
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0 0 0 0 0

FIGURE 5.4 — Ordre de calcul des inconnues lorsque wy . > 0 et w;, , > 0 avec N, =5
et N, = 3. Les valeurs ug » aux centres des mailles (marquées par un rond noir) se
calculent avec (5.65), les valeurs u?yk +1/ Sur les arétes horizontales (marquées par

un carré blanc) se calculent avec (5.63), les valeurs u . sur les arétes verticales

P
J+1/2,
(marquées par un carré noir) se calculent avec (5.61). Les valeurs 0 sont les conditions

aux limites imposées.
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appelée formule de Duhamel. Rappelons la briévement. On considére 1’équation (pour
I'instant sans collisions)

Of(t,o) +v-Vuf(t,z)+o(x)f(t,z) =St,z), z€RN, t>0,
} (5.66)
f0,2) = f"(z),

qui admet une unique solution f € C*(R. x RY), donnée par la formule de Duhamel

t
f(t,z) = fi"(x — tv)e f@2—tv) 4 / e 0@a=(t=9g(t — 5 0 —sv)ds, (5.67)
0

avec le trajet optique 6 défini par

Oz, — tv) :/Ota(ﬂc—sv)ds.

(On n’indique pas la dépendance de la solution f par rapport & v qui est un simple
parameétre dans le cas présent.) Par analogie avec la propagation de la lumiére le long
de ses rayons, le trajet optique 6(x, z —tv) est une mesure de ’absorption totale entre
les points x et x — tv. Le trajet optique est toujours positif et, plus il est grand, plus
grande est I'atténuation d’une particule partie de x — tv pour aller en x, c’est-a-dire
plus grande est la probabilité pour que cette particule ait été absorbée en chemin.

Le formule (5.67) permet de calculer une solution approchée de I’équation (5.66)
sans avoir a utiliser de discrétisation de I'opérateur de transport. Evidemment,
il y a un prix a payer qui est ’évaluation du trajet optique 6 et le calcul de I'intégrale
du terme source le long de la trajectoire. C’est précisément le principe des méthodes
intégrales de résolution numeérique. Bien sir, I’équation (5.66) est trop simple, puis-
qu’elle ne comporte pas de collisions, pour étre un exemple représentatif d’application
des méthodes intégrales. Mais ’essentiel est 14 : il faut savoir calculer des trajets op-
tiques et des intégrales de convolution. Cela se fait de maniére numérique et nous
renvoyons & [43] pour plus de détails.

Remarque 5.3.1 A cause de cette interprétation en terme de probabilité d’absorp-
tion du trajet optique, certaines méthodes intégrales de résolution de l’équation de
Boltzmann sont appelées méthodes des probabilités de collision.

Considérons maintenant un cas plus compliqué en présence de collisions. Dans ce
cas le second membre S(¢,2) de (5.66) n’est plus une donnée mais vaut

S(t,x) = o* (J;)/ ft,z, v ) dv' + Q(t, ), (5.68)

o' =1

otll on a supposé que @ est le terme source et ’espace des vitesses est la sphére unité,
pour simplifier. Désormais (5.67) devient (en indiquant & nouveau la dépendance en
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v)
¢
ft,z,v) = / e O@a=(t=5)v) ¥ (g sv)/ f(t—s,x—sv,v")dv ds
0 [v’|=1

¢
+ £ (x — tv,v)e 0@T=) 4 / e 0@a=(=)Q(t — 5,2 — sv)ds.
0

On intégre cette équation par rapport a v pour faire apparaitre comme seule inconnue
la moyenne du flux sur toutes les directions angulaires, appelée aussi flux scalaire,

fen = [ seava,

et on obtient

t
fit,x) = / / e 0@a=(=)) ¥ (1 — s0) f(t — 5,2 — sv) dvds
0 Jlv|=1

+/ fzn(x _ tv, v)e—e(w,w—tv) dv (569)
|v]=1

t
Jr/ / e 0@a=(=9) Q) (t — 5,0 — sv)dsdv.
0 Jlv|=1

qui n’est rien d’autre qu’'une formulation intégrale comme on en a vu au Chapitre
3. Remarquons que la double intégrale en (s,v) devient une intégrale en espace sur
la boule de centre = et de rayon t. De maniére abstraite, (5.69) est équivalent & une
équation linéaire

F=TFr+F[f.Ql, (5.70)

ot 7 est un opérateur intégral et F[f"" Q] est un second membre fixé. L’idée des
méthodes intégrales est de discrétiser (5.70) et de se ramener ainsi & la résolution d’un
systéme linéaire pour calculer une approximation de la solution exacte f. Remarquons
encore une fois que I’avantage principal de ces méthodes est d’éviter de discrétiser les
dérivées partielles de 'opérateur de transport.

Néanmoins, la contrepartie ou I'inconvénient est que la matrice du systéme linéaire
issu de (5.70) est dense, c’est-a-dire que tous ses éléments sont non nuls a priori.
C’est un contraste fort avec les méthodes de différences finies ou d’éléments finis qui
conduisent & des matrices creuses (i.e., avec beaucoup d’éléments nuls), et c’est, bien
str, trés pénalisant pour le stockage en mémoire et les temps de calcul. Dans le cas
présent, la matrice est pleine ou dense car 'opérateur 7 correspond & une intégrale
de volume autour du point x avec un noyau particulier.

En conclusion les méthodes intégrales sont trés précises mais cotliteuses en temps
de calcul. On ne peut les utiliser que pour des problémes de dimension spatiale ré-
duite. Les méthodes intégrales s’appliquent & de nombreux modéles physiques : nous
renvoyons par exemple & [47].
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5.3.2 Meéthode du flux pair

Nous expliquons briévement le principe de la méthode du flux pair qui permet
d’utiliser tout l'arsenal des formulations variationnelles et des méthodes d’éléments
finis comme étudiées dans [2]. On suppose que tous les coefficients, ainsi que le terme
source de I’équation de Boltzmann linéaire sont isotropes, c’est-a-dire indépendants
de la variable de vitesse. Par ailleurs, on se place dans un cas stationnaire. Autrement
dit, on considére ’équation

v Vif(z,v)+ o) f(z,v) — o (z) / flz,v")dv' = S(x), (5.71)

lo'=1

ou, pour simplifier, on a pris la sphére unité comme espace des vitesses. On introduit
deux nouvelles inconnues : le flux pair défini par

FH) = 5 (£ o) + Fa, )
et le flux impair
£ (o) = 5 (£ o)~ fa, o).
Bien sir, on retrouve que
Flav) = Fr o)+ f @) et fa—v) = [ (0) ~ f(@,0).

On écrit Péquation (5.71) pour la vitesse —v

o Vo f(, —0) + o(2) f(z, —v) — 0" () / fa)d = S@).  (5.72)

jo'|=1

Par addition de (5.71) et (5.72) on obtient

v-Vof (z,0) +o(x)ft(z,v) — o*(z) / fH(x,v)dv' = S(x), (5.73)

[v’]=1

car f|u'\:1 fdv' = f|v’|:1 fTdv', tandis que par soustraction

v VaofT(z,0) +o(x)f (z,0) =0. (5.74)

L’équation (5.74) permet de calculer f~ en fonction du courant de f* sous 'hypothése
que le coefficient d’absorption o(x) > 0 est strictement positif. En reportant dans
(5.73) on obtient une équation du deuxiéme ordre pour f+

—v -V, (LU : Vgcf"’(x,v)) +o(x)fH(x,v) — U*(Js)/ frdv' = S(z). (5.75)

o(x) [o/|=1
Si on note D le domaine spatial, les conditions aux limites de flux nul pour (5.71)

f(xz,v) =0 pour (z,v) €'~ ={(x,v) € D x {|v'| = 1} tel que v-n < 0}
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deviennent
0= ft(z,v)+ f (z,v) = fT(z,v) — 0_(1505“ -VofT(z,v) pour v - n(z) < 0.

Mais la condition aux limites de flux nul dit aussi que f(x, —v) = 0 pour v-n(z) > 0
et donc que

0= fH(z,v)— f (z,v) = fT(z,v) + 0(1:8)1) Vo fT(z,v) pour v-n(x) > 0.

On vérifie aisément qu’au total la condition aux limites est équivalente &
v- Ve fT(z,v) +sign(v-n(z))o(x)ft(z,v) =0 pour x € dD. (5.76)

On introduit alors la forme bilinéaire symétrique

//u| No(@) Vafv-Veg+o(z )fg>da:dv

—/ o*(x) (/h; B fdv) (/h)_l gdv) dx
»/E)D/ll 1fg\n v| dx dv

L(g) = /D /|v|—1 g(x,v) S(z) dx dv.

Lemme 5.3.2 Soit une fonction réguliere f(x,v). Alors f*(x,v) est une solution
de Uéquation (5.75) avec la condition auz limites (5.76) si et seulement si fT(x,v)
est une solution de la formulation variationnelle,

et la forme linéaire

trouver f+ € W tel que a(f*,g) = L(g) Vg€ W, (5.77)
avec Uespace W = {g(x,v) € L*(D x {|v| = 1}) et v-V,g € L*(D x {|jv| = 1})}.

Démonstration. On multiplie I’équation (5.75) par une fonction test g(x,v) et on
intégre par parties pour obtenir

//H 1 v VefTv-Veg+ox )fg)dxdv

_/DU*(SU) </|v—1 f*dv> </|v—1 gdv> da
_/aD /1]|_1U.wa+gn.vdxdv = /D/q;|_1g($’v) S(x) dz dv.
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Comme d’habitude on a supposé que la mesure dv est normalisée de maniére que
f|v\:1 dv = 1. En remplacant v - V, f+ par la valeur de la condition aux limites dans
I'intégrale de bord, on trouve bien la formulation variationnelle (5.77). Réciproque-
ment, le méme calcul en sens inverse permet de passer de la formulation variationnelle
a Péquation (5.75) avec la condition aux limites (5.76). m

A partir de la formulation variationnelle (5.77) il est classique de construire des
méthodes d’éléments finis (voir par exemple [2]).

5.3.3 Eléments finis

On peut, comme on I'a déja dit, utiliser des méthodes d’éléments finis pour la
formulation variationnelle en flux pair de I’équation de Boltzmann. Il est aussi possible
d’utiliser directement des éléments finis pour 1’équation de Boltzmann sous sa forme
usuelle. Nous renvoyons pour cela aux travaux de P. Lesaint et P.-A. Raviart [41] et
aux ouvrages [19], [35].

5.3.4 Méthode de Monte-Carlo

Les algorithmes probabilistes de type Monte-Carlo sont aussi trés populaires pour
la résolution de ’équation de Boltzmann. Ils sont basés sur I'interprétation probabi-
liste de l’équation de Boltzmann, voir la Section 3.3. Nous renvoyons a [30] et [36]
pour plus de détails.

5.4 Exercices

Exercice 5.12 (Schémas pour la diffusion) On passe ici en revue quelques sché-
mas numériques historiques pour la résolution numérique de I’équation de la chaleur

ou 0%u

On impose des conditions de périodicité au bord de [0,1] en espace.
1. FEtudier le schéma semi-discret

£ ui+1(t) — QUZ(t) -+~ ui,l(t)

(1 =

=0.

Montrer qu’il est d’ordre 2 en espace, et stable en norme L?. Ce schéma est-il
convergent ? Et pourquoi ?
2. Etudier le schéma de Richardson
?H — u?‘l B uih g — 2ui +u g
2A¢t Az?
Montrer qu’il est d’ordre 2 en espace et 2 en temps. Monrer qu’il est incondi-
tionellement instable.

u

=0.
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3. Etudier le schéma de Dufort et Frankel

n+1 n—1 n n—1 n+1 n
up Uy T Uy T U U Uy

2At Ax?

Monrer qu’il est inconditionellement stable. Quel est le probleme ?

=0.

4. FEtudier le schéma de Crank-Nicolson
up ™t —up ol 2w ity }“ﬁrll =20t i
At 2 Ax? 2 Ax?

Quel est son avantage sur le schéma de Gear qui suit ?

5. FEtudier le schéma de Gear

=0.

i+l
2At Ax?

+1 —1 n+1 n+1 n+1
3ul ™ — dul +ul _u —2u; T 0

Indications : pour la stabilité utiliser le critére de Von Neumann.

Pour la question 3, le schéma présente en fait deux problémes. Le premier est qu’il
est & deux pas en temps, et qu’il est donc nécessaire d’avoir une donnée initiale a la
fois pour u° et u'. Le deuxiéme est que, dans I’étude de la consistance de ce schéma,
on trouve que l'erreur de troncature contient un terme de l'ordre de (At/Ax)? qui
n’est petit que si At < Az alors méme que le schéma est inconditionnellement stable.

En ce qui concerne la question 4, le probléme du schéma de Gear est le méme que
celui du schéma de Dufort-Frankel : il est & deux pas en temps. Un des intéréts du
schéma de Crank-Nicolson est d’ailleurs qu’il est d’ordre 2 tout en restant a un seul
pas de temps.

Exercice 5.13 (Schéma saute-mouton en transport) On va étudier ici ’équa-
tion du transport libre

Ju ou
— (2 — (2 =0.
8t( @) +a3x( @)
Le schéma "saute-mouton” (ou leap-frog) se définit par
u?“ — u?fl au?ﬂ —ul 5
2At 2Ax '

1. Montrer que ce schéma vérifie la condition nécessaire de stabilité de Von Neu-
mann dans L?, sous condition CFL.

2. Démontrer que ce schéma est consistant a 'ordre 2.

3. Dans le cas a > 0, on considére le probléme pour x €]0,1[. La condition auz
limites est de Dirichlet en x = 0, u(t,0) = 0. Le pas d’espace est Ax =
1/(N +1).

Montrer qu’un schéma raisonnable s’écrit

n+1 n—1 n
" —u u; .
: L pa =0 i=1

2A¢ 2Ax ’

U
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n+1 n—1 n n
i Uy Uity — Uiy .
=0, 2<3i<N
oAt YT 9As I
n+1 n—1 n n
i W Uy — Uiy -
=0 =N+ 1.
NN =N

4. Montrer que ce schéma est instable au sens de Von Neumann, a cause de la
condition au bord a droite.

Indications : pour la derniére question on écrira le schéma sous forme matricielle et on
remarquera que la matrice d’itération posséde au moins une valeur propre de partie
réelle strictement positive. On construira alors une solution particuliére instable &
I’aide du vecteur propre correspondant.

Exercice 5.14 (Schéma décentré amont en transport) Soit I’équation

ou

at(t z)+a

%(t,x) =0, a>0,
sur le segment x €]0, 1] avec condition de Dirichlet & gauche, u(t,0) = 0.
1. Ecrire le schéma décentré amont pour cette équation.
2. Montrer qu’il est stable dans L1 pour tout ¢ > 1 sous condition CFL.

Indication : utiliser I'inégalité de Holder & partir de I'indication de l’exercice 5.5.

Exercice 5.15 (Discrétisation en angle) On note P,(u) les polynomes de Le-
gendre, définis par (5.35) et étudiés dans l’exercice 5.10.

af 5‘f
X vus (/f duf)

On approche f en tronquant la série

flt,z, p) ~ antx

1. Soit I’équation

Justifier le systéme

Ofn | n+10fui | O
ot 2n+1 Ox 2n+1 Ox

:U(Jno_l)fn

pour 0 < n < N. Par convention f_1 = fny41 =0.

d 2n+1 9
F2(t, <0.
(7 )

2. Montrer linégalité
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3. En déduire que

N
Do falts@)Pu(p) — f
n=0

N—o0

dans L*(R). On fera toutes les hypothéses de réqularité nécessaires.
4. Proposer une méthode numérique pour la résolution de
0X 0X
— + A—
ot ox
ot A = At est une matrice symétrique de taille N. Appliquer ¢ la discrétisation
du systéme de la question 1.

=0.

Indication : pour la derniére question : commencer par diagonaliser A, qui s’écrit donc
A = Q'DQ, puis étudier I'équation vérifiée par Y = QX.

Exercice 5.16 (Limite de diffusion du schéma diamant) Considérons le sché-
ma diamant en dimension 1 pour l’équation de Boltzmann linéaire stationnaire, avec
des vitesses

pr € [-1,1), 1<k<K.

1. Ecrire ce schéma pour un scattering

U= g/l u(p)dp

-1
et une absorption ou.

2. On suppose que la source est de 'ordre de ¢ et que o = Ge~t. Montrer que la
limite de diffusion est correcte (ou autrement dit que le coefficient de diffusion
du schéma vaut 3%) dés que les relations

Zwkuk =0et Zwkﬂi = g
2 2

sont vérifiées.

Indications : on se bornera a utiliser un développement de Hilbert pour le schéma
diamant et & vérifier que, formellement, la solution converge bien vers celle d’un
schéma de diffusion. Ceci revient a adapter au cas discret les méthodes du cas continu
développées dans la section 4.2.2. Voir également 1’exercice 4.2.

Exercice 5.17 (Accélération par la diffusion) On analyse le schéma explicite en

1D

kn uk:,n uk:,n + uk,n1

its i—3 i+3 J=3 _ _x=n-—1

R g R (5.78)

avec la relation diamant et avec seulement deux vitesses

u

M = +1.
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1. Ecrire la relation diamant. Que vaut u;
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-n—1 9

. Analyser le schéma en modes de Fourier. On cherchera la solution sous la

forme
k=1,n
Yi+d an \ io(j+1)Az
< eV Vn > 0.
uk:Q,n " —
i+3

Déterminer la relation de récurrence sur les (an, fBr).

. Trouver les valeurs propres de la matrice d’itération et retrouver le fait que

lalgorithme converge dés que % < 1, mais que cette convergence est trés lente
St % est trés proche de 1.

. Pour accélérer la convergence, on utilise la méthode d’accélération par la dif-

fusion, ou diffusion synthétique. Pour cela, écrire le schéma sous la forme
Tu" = K" ' + f,

en explicitant les matrices T et K. La “limite de diffusion” du schéma s’écrit
(en omettant litération sur les sources)

1

~ A2 Wit~ 2u —uj) +ouy = oty +

L’écrire également sous la forme :

Du=f.

. On considére maintenant le schéma

Tv"* = Ku" ! + f,
D" =Dv"+ K (v —u"!).

Faire le méme travail en Fourier, et vérifier que cet algorithme est beaucoup
plus rapide que Ualgorithme initial (5.78).

Exercice 5.18 (Méthode du flux pair) (ezercice trés complet qui reprend la sec-
tion correspondante) Soit p(x,v) la solution de I’équation du transport

v-Vo+op=00+5

avec 0 > 04 > 0. La source est S(z). Le domaine est (z,v) € C x SN~ o C C RN
est un ouvert borné et SN~ est la sphére unité dans lespace des directions |v| = 1.
Par définition

1

P(x) = V1| o(x,v) dv, |SN_1‘ :/ dv.
SN—l SN—l
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Le bord se décompose en deux parties OC = I',, UT',.. Soit n la normale extérieure. Les
conditions au bord sont du type neutre (ou flux entrant nul) sur T,

plz,v)=0 zel,, n-v<O0,
et réflexion sur T,
o(z,v) =p(z,0) z€l,, v =v—2(v-n)n

1. Faire un dessin et interpréter les conditions au bord.
2. On pose
1
o (@,v) = 5 (pla,v) £ p(w, ).

Montrer que o+ est pair en v et que @~ est impair en v. Montrer que

/ vt dv = 0.
SN-1

3. Montrer que ¢~ =0 et

1

+
7|SN T Jon- 14,0 dv.

p=¢" =

4. Montrer que le couple (o™, ™) est solution du systéme du premier ordre

v-Vo~ +0opT =050+ S,
v-Vot +op™ =0.

5. En déduire que o est solution de I’équation du second ordre
—v-V <v Ve ) +opt =0T+ 8.

6. Montrer que les conditions aux bords peuvent s’écrire sur le bord neutre
v-Vot+opT =0, 2€T,, +n-v>0,
et sur le bord réflexif
*( T(x,W') zel,, v=v—-2(v-n)n.

o (z,v) =

Exercice 5.19 (Forme variationnelle du flux pair) (difficile) On revient ici a
lexercice 5.18, en posant

5 L G <aas><w>2)
//SNl “In-v| — //SN1 St (5.79)
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1. Montrer formellement que J(pT) < J(goNJF) pour toute fonction test Q/D\:L suffi-
samment réquliére.

2. Définir la forme bilinéaire a(tp"‘,g‘) et la forme linéaire b((,;jr) associées, et
montrer que la solution o™ est solution du probléeme variationnel a(o™, 1) =

b(pT) pour tout ot dans un espace de fonctions suffisamment réguliéres.

3. Faire le lien avec la théorie variationnelle des équations elliptiques (voir [2]
par exemple). Pour cela on considérera le cas monodimensionel N =1 et on
posera u(x) = pT (z,1). Ecrire le probléme pour u. Montrer que ’espace H'(C)
est le bon cadre fonctionel. En déduire I’existence et ['unicité de u € H(C).

Exercice 5.20 (Méthode du flux pair : analyse numérique en 1D) On
reprend les exercices 5.18 et 5.19, et on discrétise la formulation variationnelle (5.79)
en éléments finis.

1. Rappeler la définition des fonctions chapeauzr (P1) en dimension N = 1. Ecrire
la formulation variationnelle discréte.

2. Montrer lexistence et U'unicité de la solution variationnelle discréte.

Exercice 5.21 (Méthode du flux pair : approximation de diffusion)

1l s’agit d’un exercice de modélisation dont I’hypothése de départ constitue un raccourci
souvent utilisé dans lart de l'ingénieur. Dans le cadre de ’exercice 5.18 nous allons
retrouver l'approximation de diffusion en admettant que le flux ¢ dépend linéairement
de la variable angulaire v

olx,v) = ¢(x) +v- J(x).

1. Montrer que o™ = ¢. Ecrire la formulation variationnelle correspondante dont
linconnue est la fonction ¢. On rappelle que

1 1
- dv = —Iy.
|SN_1| SN—1,U®U v N N

2. Montrer que cette formulation variationnelle est bien posée dans H*(C).

3. On considére une base d’éléments finis P* en espace, notée (x;)1<j<p. Ecrire
Uapproximation de Galerkin, dans l’espace engendré par ces éléments finis,
de la formulation variationnelle de la question précédente. Démontrer que ce
probléme admet une unique solution.



Chapitre 6

Théorie du calcul critique

6.1 Comportement asymptotique en temps

6.1.1 Position du probléme

Nous étudions le comportement en temps grand d’une équation de Boltzmann que,
pour simplifier, nous choisissons sous la forme

?Tf +v-Vo+o(x)p = [v/|=1 7" (@ v)d(ep) & (6.1)

$(t = 0,z,v) = ¢"(z,0)

en l’absence de terme source. La donnée initiale est une fonction positive ¢° > 0
puisqu’elle représente une densité de particules. On se pose la question de savoir
quelle est la limite, lorsque le temps ¢ tend vers 400, de la solution ¢(¢,z,v). Plus
précisément, nous voulons pouvoir décider dans lequel des trois cas suivants nous
pouvons nous trouver :

1. la solution ¢(t,x,v) converge vers 0, ce qui correspond a l’extinction de la
population de particules,

2. la solution ¢(t,x,v) converge vers +o0o, ce qui correspond a “I’explosion” de la
population de particules,

3. la solution ¢(t,x,v) converge vers une limite finie non nulle ¢>(x,v), ce qui
correspond a l’existence d’un état stationnaire de la population de particules.

Le dernier cas est dit critique, le premier sous-critique tandis que le second est
sur-critique. Nous restons volontairement vague sur la notion de convergence utilisée
ci-dessus (pour quelle norme ?) et nous remarquons qu’a priori d’autres cas pourraient
étre possibles : par exemple, la solution n’admet aucune limite ou bien elle converge
vers un cycle limite périodique en temps. Il se trouve que, sous des hypothéses adé-
quates, on peut se limiter au trois cas ci-dessus qui sont les seuls possibles.
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Remarque 6.1.1 Le méme genre de questions se pose aussi pour une ou des équa-
tions de diffusion. La notion ci-dessus de criticité se retrouve dans de nombreux do-
maines d’applications : en neutronique [12], [52], comme en dynamique des popula-
tions [45].

L’obtention de résultats mathématiquement rigoureux sur le comportement
asymptotique en temps grand de (6.1) est d’un niveau technique qui dépasse celui
de ce cours, sauf dans le cas particulier d’'une dimension d’espace (voir la Section
6.4). C’est pourquoi nous allons introduire un probléme analogue en dimension fi-
nie, pour lequel nous allons donner une théorie assez compléte. Par la suite, nous
admettrons des résultats équivalents pour les équations de transport ou de diffusion.

6.1.2 Analogie en dimension finie

Pour comprendre comment étudier le comportement asymptotique de I’équation
de Boltzmann (6.1) nous allons faire une étude préalable d’un modéle, beaucoup plus
simple, d’équations différentielles ordinaires. A chaque instant ¢ l'inconnue, au lieu
d’étre une fonction de (z,v), sera un vecteur dans R : il s’agit donc d’une approxi-
mation en dimension finie. On peut toujours se ramener a ce cas par discrétisation de
Pespace des phases, i.e., du domaine des points (x, v). Par analogie, le comportement
asymptotique en temps grand de ce modéle simplifié nous permettra de comprendre
ce qui va se passer en dimension infinie, c’est-a-dire pour ’équation de Boltzmann
(6.1).

On considére donc une fonction du temps ¢ & valeurs vectorielles, u(t) € C*(R* :
R"), solution de I’équation différentielle linéaire

du

T Au=o,

at (6.2)
u(t =0) = u®,

ou A est une matrice réelle de taille n x n.

Supposons dans un premier temps que la matrice A soit diagonalisable sur R,
et notons A\, ses valeurs propres, rp ses vecteurs propres et I les vecteurs propres
adjoints, normalisés, correspondant & sa transposée ou adjointe A*, 1 < k < n.
Autrement dit,

A?“k = )\k?"k, A*lk = )\kllm Tk * lj = 5jk

ot d;i, est le symbole de Kronecker. On choisit de plus d’ordonner les valeurs propres
(répétées avec leur multiplicité) par ordre croissant

A <A< <A

La solution exacte de (6.2) est

ut) =Y e M0 1)y
k=1
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Le comportement asymptotique de cette solution est clair et suit le signe des valeurs
propres. Nous ne ferons pas l'injure au lecteur de démontrer le résultat suivant.

Lemme 6.1.2 Supposons que A est diagonalisable sur R et que u®-1; # 0. La solution
de Uéquation différentielle ordinaire (6.2) admet une limite finie non nulle quand t
tend vers linfini si et seulement si la plus petite valeur propre vérifie Ay = 0.

Malheureusement en pratique il est difficile de savoir si une matrice est diagonali-
sable sur R, sauf si elle est normale (i.e. AA* = A*A) ou plus simplement symétrique
réelle. Or, les équations de Boltzmann, mais aussi les systémes d’équations de diffu-
sion, conduisent, lorsqu’on les discrétise, & des matrices réelles non symétriques, ni
mémes normales. On ne peut donc pas se contenter du Lemme 6.1.2. C’est pourquoi
nous allons introduire un autre cas particulier de matrices qui peuvent paraitre trés
spécifiques au premier abord mais qui sont en fait assez fréquentes dans la pratique
comme nous le montrera la théorie de Perron-Frobenius que nous développerons dans
la section suivante.

Lemme 6.1.3 Soit A\, 1 < k < n, les valeurs propres (éventuellement complexes)
d’une matrice réelle A. On suppose qu’il existe une valeur propre, disons A, qui soit
réelle, simple et qui vérifie

A < R(Ak) pour tout k # 1, (6.3)

ot R désigne la partie réelle. De plus, on fait Uhypothése que u® -1y # 0 avec 11 le
vecteur propre adjoint associ€ a \1. Alors la solution de [’équation différentielle ordi-
naire (6.2) admet une limite finie non nulle quand t tend vers Uinfini si et seulement
st on a A\ = 0.

Remarque 6.1.4 Rappelons qu’une valeur propre d’une matrice est dite simple si sa
multiplicité comme racine du polyndme caractéristique est un.

Démonstration. La matrice A est semblable & sa forme de Jordan qui est une matrice
diagonale par blocs avec des blocs du type

A 1 o -- 0
0
Dm: 0 3
: . . 1
0 - o 0 Anm

ot les valeurs propres (A;,)1<m<n forment un sous-ensemble maximal de toutes les
valeurs propres admettant des vecteurs propres indépendants. Dans la base de la
forme de Jordan I’équation (6.2) est équivalente aux équations découplées

dv’rn
dt
U (t =0) =22

m>

+ Dppv =0,
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On peut calculer de maniére explicite la solution de ce dernier systéme : chaque
composante de la solution est le produit de I’exponentielle e *»* et d’un polynéme
en t de degré inférieur ou égal a (dimD,, —1). A cause de I'hypothése (6.3) et de la
simplicité de A; (qui signifie que dimD; = 1) tous les autres termes sont négligeables
devant vy (t) = vde~*1* pour ¢ tendant vers I'infini. D’ott le résultat. m

Remarque 6.1.5 Dans la section swivante nous verrons que hypothése u® - 11 # 0
n’est pas restrictive pour une large classe de matrices lorsque toutes les composantes
de ug sont positives et ug % 0. En effet, pour ces matrices les composantes de ly seront
toutes strictement positives et on aura donc u® - 1; > 0.

Pour revenir aux modéles de diffusion ou de transport, comme (6.1), la détermina-
tion de la premiére valeur propre et fonction propre est appelée calcul critique. Le
terme critique correspond & l’existence d’un état stationnaire non nul quand ¢ tend
vers l'infini. Si la limite en temps grand est nulle on parle de probléme sous-critique,
tandis que si la limite est infinie il s’agit d’un probléme sur-critique.

6.2 M-matrices et théorie de Perron-Frobenius

Cette section présente la théorie de Perron-Frobenius en algébre matricielle qui
joue un role important dans de nombreux domaines mathématiques (par exemple,
dans 1’étude des chaines de Markov [7] ou autres processus de branchement [45]) et
qui, dans le cadre de ce cours, permet de donner un sens & la notion de calcul critique.
Toutes les matrices considérées ci-dessous sont réelles et de taille n x n.

6.2.1 M-matrices

Un ouvrage de référence sur les M-matrices est [10] dont nous nous inspirons
largement (voir aussi [39], [58]).

Définition 6.2.1 On dit que A est une M-matrice si elle s’écrit

a1 —a12 ce —Q1in
—a921 . .
A= (6.4)
: ’ —Onp—1n
—0n1 e —Ann—1 Apn

avec des coefficients a;; > 0 positifs ou nuls tels que

n
Qi — Z ai; >0, pourtout 1 <i<mn. (6.5)
=1

Si Uinégalité (6.5) est stricte pour tout i, on dit que A est une M-matrice stricte.
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Définition 6.2.2 On dit qu’une matrice B est positive si tous ses coefficients sont
positifs ou nuls, b;; > 0. On dit qu’elle est stritement positive s’ils sont strictement
positifs, bi; > 0.

Il faut faire attention que la terminologie de la Définition 6.2.2 est différente de la
notion de positivité d’'une matrice au sens des formes quadratiques.

Exercice 6.1 Montrer que, si A est une M-matrice, alors il existe une matrice po-
sitive B et un réel ¢ > p(B) tels que A = cId = B (avec p(B) le rayon spectral de B).
Indication : choisir ¢ > maxi<i<n @i > 0.

Dans la littérature on appelle parfois M-matrice une matrice de la forme (6.4)
telle que A = cId — B avec ¢ > p(B) et B une matrice positive. Dans ce cas, la
Définition 6.2.1 est un cas particulier de M -matrice.

Exercice 6.2 On considére l’équation de diffusion suivante

0?u
Ve +o(z)u = f(x) pour x € (0,1)
u(0) = u(l) =0,

avec Uhypothése que o(x) > o¢ > 0 pour tout x € (0,1). Montrer que la matrice issue
de la discrétisation par différences finies de cette équation (voir la Section 5.1.1) est
une M-matrice stricte.

Exercice 6.3 Pour une vitesse donnée p > 0, on considére ’équation de transport
sutvante

u% +o(z)u = f(x) pour x € (0,1)

u(0) =0,

avec Uhypotheése que o(x) > o¢ > 0 pour tout x € (0,1). Montrer que la matrice issue
de la discrétisation par différences finies de cette équation (pour le schéma décentré
amont comme pour le schéma diamant) est une M-matrice stricte.

Lemme 6.2.3 Toute M -matrice stricte est inversible.

Démonstration. Soit z € R™ un vecteur tel que Az = 0. On note ¢ un indice tel
que |z;| = maxi<;<n |2;|. Si on suppose que |z;| > 0, alors

aii|wi| < E aijlrj| < g aijlzi| < aigl@il,
J#i J#i
ce qui est une contradiction. Donc z = 0 et A est inversible. m

Définition 6.2.4 On dit qu’une matrice A est irréductible s’il n’existe pas de matrice
de permutation P telle que PAP* se mette sous forme trianglaire par blocs

* A11 0
PAP* = . 6.6
( A21 A22 > ( )
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Lemme 6.2.5 A toute matrice A on associe le graphe de neuds 1,2, ....n et d’arétes
orientées reliant i & j si a;; # 0. Alors A est irréductible si et seulement si pour tout
couple i # j il existe une chaine d’arétes qui permet d’aller de i a j,

Qi 75 0— Ay ks 7é 0—..— ak,,j 75 0.

Démonstration. Si A n’est pas irréductible, alors il existe une matrice de permu-
tation P telle que PAP* ait la forme (6.6). Autrement dit, quitte a renuméroter les
nceuds du graphe (c’est Ueffet de la multiplication & gauche par P et a droite par
son adjoint), les premiers nceuds 1 < ¢ < dimA;; ne sont pas reliés par une chaine
d’arétes aux derniers nceuds dimA;; + 1 < j < n. Réciproquement, supposons qu’il
existe un couple d’indices iy # jo qui ne soient reliés par aucune chaine d’arétes. On
définit les ensembles

I={ie{l,..,n} tel que iy est relié¢ a i},
J={je{l,...,n} tel que j est relié a jo},
K={1,..,n}\ (IUJ).

L’intersection I N .J est vide sinon iy serait relié a jo. De méme, I N K = (). Par
conséquent, si on applique la permutation qui numérote en premier les éléments de 1
puis ceux de J U K, on obtient une matrice trianglaire par blocs de la forme (6.6).
Donc A n’est pas irréductible. m

Exercice 6.4 Vérifiez que la matrice de I’Ezercice 6.2 est irréductible, y compris avec
Uhypothese plus faible que o(x) > 0 pour tout z € (0,1). Montrer, au contraire, que
la matrice de I’Exercice 6.3 n’est pas irréductible.

Exercice 6.5 Montrer que la transposée ou adjointe d’une matrice irréductible est
ausst irréductible.

Lemme 6.2.6 Soit A une M-matrice irréductible telle qu’il existe un indice ig pour
lequel

n

Aigig — E Y] > 0.
J=1,7#i0

Alors A est inversible.

Démonstration. Soit x € R™ un vecteur tel que Az = 0. On note ¢ un indice tel
que |z;| = maxi<j<p |z;]. Ona

aglzi] < Zaij|33j| < Zaij|$i| < ajilxi,

J#i J#i
ce qui implique que chacune de ces inégalités est en fait une égalité. En particulier,
on a |x;| = |z;| pour tous les indices j tels que a;; # 0. Soit la chaine d’indices qui
relie ¢ & 49 : le long de cette chaine on a a;i # 0 et |z,;| = |zx| = |z;|. Par conséquent,

|, | = maxi<j<n |z;| et on peut conclure comme dans la démonstration du Lemme
6.2.3 que x = 0 et A est inversible. m
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Lemme 6.2.7 Soit A une M-matrice inversible irréductible. Alors son inverse A~1
est strictement positive au sens ot tous ses coefficients sont strictement positifs.

Démonstration. Soit € R" le k-éme vecteur colonne de A~! qui vérifie donc
Ax = ey avec eg le k-éme vecteur de la base canonique. On note ¢ un indice tel que
x; = minj<;j<n ;. Supposons que z; < 0. On a

0< Qi3 — Zaijfﬁj < | ay— Zaij x; < 07 (67)
J#i J#i

ce qui implique que chacune de ces inégalités est en fait une égalité. En particulier,
on a x; = x; pour tous les indices j tels que a;; # 0. Grace a l'irréductibilité de A on
en déduit que xy = min;<;j<, ;. On reprend alors l'inégalité (6.7) pour ¢ = k mais,
dans ce cas, le terme le plus a gauche vaut 1 comme la k-éme composante de ey, ce
qui est une contradiction. Par conséquent z; > 0. m

Remarque 6.2.8 L’hypothése d’irréductibilité de la matrice A est essentielle dans le
Lemme 6.2.7 (penser au cas A = 1d).

Exercice 6.6 Montrer, a l’aide de I’Exercice 6.1, que la partie réelle de chaque valeur
propre d’une M -matrice stricte est strictement positive. Montrer le méme résultat avec
une inégalité large pour une M -matrice.

6.2.2 Théoréme de Perron-Frobenius

Nous suivons la présentation de [39].

Théoréme 6.2.9 (Perron-Frobenius) Soit K une matrice strictement positive au
sens ol tous ses coefficients sont strictement positifs. Alors K a une valeur propre
dominante Apmqr qui vérifie les propriétés suivantes.

1. Apaz > 0 et un vecteur propre associé x (tel que K& = Apaz2) a toutes ses
composantes strictement positives.

2. Amaz est simple (sa multiplicité comme racine du polynoéme caractéristique est
3. Toute autre valeur propre A de K vérifie |\| < Amaz-

4. La matrice K n’a pas d’autre vecteur propre dont toutes les composantes sont
positives.

Pour démontrer le Théoréme 6.2.9 nous avons besoin du lemme suivant. Rappelons
que, si x est un vecteur de R™, on note x > 0 pour dire que toutes ses composantes
sont positives, ; > 0 pour 1 <7 <n. De méme x >y siz—y > 0.
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Lemme 6.2.10 Pour une matrice K on désigne par p(K) ’ensemble des réels positifs
ou nuls X > 0 tels qu’il existe un vecteur non nul r > 0 vérifiant

Kz > \x. (6.8)

Si K est une matrice strictement positive, l’ensemble p(K) est fermé, borné, non vide
et contient un nombre strictement positif.

Démonstration. Soit 2 > 0 un vecteur & composantes strictement positives. Alors
Kz > 0 est aussi & composantes strictement positives et, pour A > 0 suffisamment
petit, Uinégalité (6.8) a lieu, ce qui prouve que p(K) contient au moins un nombre
strictement positif. Soit 1 le vecteur de composantes toutes égales & 1. En prenant le
produit scalaire de (6.8) avec 1, sachant que x > 0, on obtient
A< SR < max (K1),
D1 T | 1<isn

ce qui prouve que p(K) est borné. Si on prend une suite A, € p(K) qui converge vers
une limite A € R™, on peut lui associer une suite de vecteurs x,, qui vérifient (6.8).
Quitte & les normaliser par la condition 1-x, = 1, on peut en extraire une sous-suite
qui converge vers x > 0, non nul car vérifiant la méme condition de normalisation.
On passe facilement a la limite dans (6.8), ce qui implique que A € p(K) qui est donc
fermé. m

Démonstration du Théoréme 6.2.9. Grace au Lemme 6.2.10, p(K), étant fermé
borné non vide, admet un plus grand élément \,,,, = max p(K) > 0 dont nous allons
montrer qu’il est une valeur propre de K. Puisque A4, € p(K) il existe un vecteur
non nul y > 0 tel que Ky > A4 y. Montrons que cette inégalité est en fait une
égalité et donc que y est un vecteur propre. Supposons qu’il existe un indice k tel que

n n
> Ky > Amazve ot Y Kijyi > Amaoyi pouri £ k.
=1 =1

Pour € > 0 on définit le vecteur x = y + ee; ou e est le k-éme vecteur de la base
canonique. Comme K est strictement positive, on a Kz > Ky tandis que seule la
k-éme composante de x différe de y. Par conséquent, pour ¢ > 0 suffisamment petit,
on en déduit une inégalité stricte

Kz > Mozt

On peut donc augmenter légérement A, dans cette inégalité, ce qui contredit le
caractére maximal de Aj,q; = maxp(K). Ainsi, Ky = A\naay €t Amar est bien une
valeur propre de K. De plus, y a toutes ses composantes strictement positives car K
est strictement positive, y > 0 et y = Ky/Anaz- Cela termine la preuve du point 1.
Démontrons maintenant le point 2. Commengons par montrer que la valeur propre
Amagz €St géométriquement simple, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’autres vecteurs propres
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que des multiples de y. Supposons qu’il en exite un autre z. Comme z n’est pas
proportionnel & y, on peut trouver une constante c suffisamment petite telle que
y + ¢z (qui est toujours un vecteur propre de K pour la valeur propre A,..) est
positif, y + ¢z > 0, non nul mais a au moins une composante nulle. Ceci contredit
notre argumentation précédente qui montrait que tout vecteur propre positif associé
A Amae est en fait strictement positif. Montrons ensuite que A;,q, est algébriquement
simple, c’est-a-dire qu’elle est racine simple du polyndéme caractéristique de K. Si cela
n’était pas le cas, au vu de la forme de Jordan de la matrice K, il existerait un vecteur
non nul z tel que
Kz= )\mazz+cy>

ou, quitte & changer z en —z, on peut supposer ¢ > 0, et quitte & changer z en z+dy
avec d > 0, on peut aussi supposer z > 0. On en déduit 'inégalité

Kz > Aasz

et on peut donc augmenter un peu A4, en préservant cette inégalité, ce qui contredit
encore le caractére maximal de A qq.

Vérifions le point 3. Soit une valeur propre A € C et un vecteur propre non nul
z € C™ vérifiant Kz = A\z. Comme K est positive, on a

n
IA| |2i] < ZKUlZJ| pour tout 1 <i < n, (6.9)
j=1

ce qui n’est rien d’autre que (6.8) pour le vecteur z* de composantes |z;|. Ainsi ||
appartient a Pensemble p(K) et |A| < A\qz. Cette inégalité est stricte car sinon 2™
serait proportionnel a y et U'inégalité (6.9) serait en fait une égalité. Or, on ne peut

avoir
n n
D Kijz| = Kijlzl
=1 =1
que s’il existe un unique nombre 0 € R tel que
zj =)z pour tout 1 <j <n.

Autrement dit, z serait proportionnel & y. Donc, pour tout valeur propre A # Apaz
on a bien |A| < Apaz-

Terminons par le point 4. Supposons que K ait un autre vecteur propre z # 0, réel
A composantes positives, pour une autre valeur propre A (forcément réelle) différente
de Aoz On sait que K et sa transposée (ou adjointe) K™* ont les mémes valeurs
propres. En particulier, puisque K* est aussi une matrice strictement positive, elle
admet A4, (le méme que pour K) comme valeur propre dominante avec un vecteur
propre & composantes strictement positives y. Or les vecteurs propres z et y sont
orthogonaux car

Moy=Kz-y=z-K'y=Mpazz Yy €t X# Anaz-
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Mais comme toutes les composantes de y sont trictement positives, on ne peut pas
avoir z-y = 0. Ainsi, il n’y a pas d’autre vecteur propre de K a composantes positives.
[

Nous pouvons maintenant combiner les résultats sur les M-matrices et le théoréme
de Perron-Frobenius pour obtenir le théoréme principal de cette section.

Théoréme 6.2.11 Soit A une M -matrice irréductible. Alors A a une plus petite
valeur propre Apin qui vérifie les propriétés suivantes.

1. Anin est réelle et simple.

2. Son vecteur propre associé x (tel que Ax = A\pinx) a toutes ses composantes
strictement positives.

8. La matrice A n’a pas d’autre vecteur propre dont toutes les composantes sont
positives.

4. Toute autre valeur propre A € C de A vérifie Apin < R(A).
Pour démontrer ce théoréme nous utilisons le résultat intermédiaire suivant.

Lemme 6.2.12 Soit B une matrice irréductible positive, dont les coefficients diago-
naux sont strictement positifs, autrement dit

bii >0V, etbijZOVLj.

Alors il existe un entier m, avec 1 < m <n — 1, tel que B™ est strictement positive,
c’est-a-dire que tous ses coefficients sont strictement positifs.

- . ’ . s . m
Démonstration. Par une récurrence facile on vérifie que le coefficient bz(-j ) de B™
en i-éme ligne et j-éme colonne est donnée par une somme sur m — 1 indices

bgn) — Z o Z biklbk1k2"'bkm—lj'

ki=1  km_1=1

Remarquons que tous les termes de cette somme sont positifs ou nuls. Si b;; > 0
alors en prenant k; = ko = ... = k,,,_1 = 7, on est slir que bgm) > 0 car b;; > 0
par hypothése. Si b;; = 0, 'hypothése d’irréductibilité de B implique qu’il existe
une chaine de coefficients non nuls b;x, , b, ky s -5 bk, _,; qui relie les indices ¢ et j. La
longueur m de cette chaine est inférieure & n — 1 qui est le cas ot la chaine visite tous
les indices autres que 7. Par conséquent, au moins un terme de la somme ci-dessus est

non nul et on a bien bg;n) >0. m

Démonstration du Théoréme 6.2.11. Pour « > max; a;;, la matrice («Id—A) est
une matrice positive irréductible avec des coefficients diagonaux strictement positifs.
En vertu du Lemme 6.2.12 il existe m tel que (aId — A)™ est strictement positive.
On peut alors lui appliquer le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius qui affirme que
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(ald — A)™ admet une valeur propre dominante. Les valeurs propres (répétées avec
leur multiplicité) de A, notées A, et celles de (aId — A)™, notées p, vérifient

p=(a—-N"et X\=a—p/m
avec les mémes vecteurs propres, o la racine p'/™ est I'unique racine positive si p > 0
et est une des racines possibles si p est plus généralement un nombre complexe. De
la relation fiya. > |u| on déduit

M > |t = R (™),

:umaw

c’est-a-dire
Amin = @ — pi/™ < o — R(pH™) < R(N)

max

ce qui prouve les propriétés annoncées a partir de celles données par le Théoréme
6.2.9. m

Remarque 6.2.13 FEn fait, dans les hypothéses du Théoréeme 6.2.11 il n’est pas né-
cessaire que A soit une M-matrice mais simplement qu’il existe un réel 8 > 0 tel
que (BId+ A) soit une M-matrice. En effet, la seule propriété de M-matrice qui soit
utilisée est que les coefficients extra-diagonaux sont positifs et rajouter S1d ne fait
que décaler de [ le spectre de A.

Exercice 6.7 Montrer que toute M-matrice est limite d’une suite de M -matrices
irréductibles. En déduire que toute M-matrice admet une valeur propre réelle Ay in
admettant un vecteur propre positif et telle que, pour toute autre valeur propre A € C,
on a Amin < R(N). Donner un contre-exemple o Apin n'est pas simple.

On peut se demander comment le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius se généra-
lise en dimension infinie. Dans ce cas il n’y a évidemment plus de notion de M-matrice
et I'hypothése essentielle sera la propriété de positivité de 'opérateur. Sans vouloir
rentrer dans les détails (qui dépassent le niveau de ce cours) il est instructif d’énon-
cer le théoréme de Krein-Rutman qui généralise celui de Perron-Frobenius (voir, par
exemple, le chapitre VI de [11]).

Théoréme 6.2.14 (Krein-Rutman) Soit E un espace de Banach et soit C' un cone
conveze de sommet 0, c’est-a-dire que (Ax + py) € C pour tout z,y € C et X > 0, >
0. On suppose que C est fermé, d’intérieur IntC' non vide et que C N (=C) = {0}.
Soit K un opérateur compact de E dans E tel que K(C'\ {0}) C IntC. Alors il existe
u € IntC' et X > 0 tels que Ku = Au. De plus X est l'unique valeur propre associée a
un vecteur propre dans C, est simple et

X = max{|u|, avec p valeur propre de K}.

Dans le Théoréme 6.2.14 il faut penser que E est un espace de fonctions et C' est
le cone des fonctions positives ou nulles. Dans ce cas, 'hypothése K(C' \ {0}) C IntC
est une propriété de positivité (stricte) de 'opérateur K.
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6.2.3 Application

On revient a 'équation différentielle ordinaire (6.2)

du

— + Au =0,

at (6.10)
u(t = 0) = u’.

Proposition 6.2.15 On suppose d’une part que le vecteur u® > 0 est positif et d’autre
part que A est une M-matrice irréductible. Alors la solution u(t) de ’équation dif-
férentielle ordinaire (6.10) admet une limite non nulle lorsque t tend vers +oo si et
seulement si la plus petite valeur propre de A est nulle, A\pin = 0.

Dans tous les cas le comportement asymptotique de u(t) est

ut) =~ (u®-1)e Mty quand t — +oo,

oty > 0 etly > 0 sont les vecteurs propres de A et A*, respectivement, associés a
la plus petite valeur propre A1 commune de A et A* et normalisés par

A’I‘1 = )\17“1, A*ll = )\111 et r1 - ll =1.

Remarque 6.2.16 Rappelons que Uhypothése sur la matrice A est vérifie pour les
matrices issues de la discrétisation d’équations de diffusion ou de Boltzmann (voir
I’Ezxercice 6.2 et le Lemme 6.5.8). L’hypothése w® > 0 est naturelle aussi si les com-
posantes de la solution u(t) représentent une densité de particules.

Remarque 6.2.17 Le vecteur propre 1y est dit adjoint car il est le vecteur propre
de la matrice adjointe A* (qui est aussi une M-matrice irréductible). La Proposition
6.2.15 est la premiére occurence de la notion d’adjoint que nous reverrons un peu plus
loin. La formule asymptotique pour la solution u(t) a linfini montre que son profil
est toujours proportionnel au premier vecteur propre r1 (quel que soit u°) et que la
constante de proportionnalité se calcule a l’aide du premier vecteur propre adjoint ly.

Démonstration. Il s’agit d’une simple combinaison du Théoréme 6.2.11 et du Lemme
6.1.3. m

6.3 Probléme aux valeurs propres pour I’équation de
diffusion
Dans cette section, nous allons passer en revue quelques résultats élémentaires sur
le probléme aux valeurs propres pour le laplacien avec condition de Dirichlet.

De fagon générale, on se pose le probléme suivant, sur un ouvert connexe borné 2
de R™, que I'on supposera a bord régulier (de classe C°) :

{A¢A¢, req,

o =0 (6.11)
o0 :
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1l s’agit d’un probléme aux valeurs propres : l'inconnue est le couple (), ¢), et on
cherche tous les A € R pour lesquels le probléme ci-dessus admette une solution
¢ = ¢(z) a valeurs dans R et non identiquement nulle. Lorsque tel est le cas, on dira
que \ est valeur propre du laplacien avec condition de Dirichlet sur 'ouvert 2, et que
¢ en est une fonction propre pour la valeur propre .

Commencgons par quelques remarques générales.

Disons quelques mots de I'espace fonctionnel ou chercher la fonction ¢. Pour que
les différents termes intervenant dans le probléme ci-dessus aient un sens, un choix
naturel serait de demander que ¢ € C2(Q)NC(Q). D’autre part, avec le formalisme des
distributions ou la formulation variationnelle des problémes elliptiques, on pourrait
aussi chercher ¢ dans Pespace de Sobolev H?(Q) N H}(Q) : cf. [2], chapitre 7. La
propriété de régularisation elliptique du laplacien (cf. [11], Théoréme IX.25) entraine
alors par une récurrence immeédiate que ¢ € H™ () pour tout m € N. Puis on déduit
des injections de Sobolev (cf. [11], Corollaire IX.15, note 2) que ¢ € C™(£2) pour tout
m € N. Par conséquent, on ne restreint pas la généralité de ’étude en cherchant a
priori les fonctions propres ¢ dans C>(Q).

Remarque 6.3.1 On pourrait plus généralement chercher des valeurs propres A € C
associées o des fonctions propres ¢ = ¢(x) & valeurs dans C, solutions de (6.11).
Le calcul élémentaire suivant montre que cela n’est pas nécessaire, autrement dit que
toutes les valeurs propres de (6.11) sont réelles et que les fonctions propres peuvent
étre choisies réelles.

En effet, pour tout ¢ € C*(Q) & valeurs complexes, on a, d’apres la formule de
Green,

/ S@)(—A)p(a)de = - / div (@) V() ) + / Vo (z) [2de
Q Q Q
_ / F@) V() -nadS(z) + / Vo(z)2dz
Q Q

en notant dS(x) l’élément de surface sur OS2, n, le vecteur unitaire normal a 02 au
point x et ¢ la fonction complexe conjuguée de ¢. Si ¢ est fonction propre du laplacien
avec condition de Dirichlet sur £, on a donc

/ |Vo(x)|?dx = A/ |p(z) |2da . (6.12)
Q Q

Si X est valeur propre, et que ¢ est ungfonction propre associée a A, on sait d’une
part que ¢ est (au moins) continue sur €, et non identiquement nulle, de sorte que

/ 6(2)[2dz > 0
Q

Donc toute valeur propre A du laplacien avec condition de Dirichlet sur £ appartient
nécessairement a R .
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Examinons plus en détail le cas A = 0 : Pégalité (6.12) entrainerait que, si A = 0
est valeur propre et que ¢ est une fonction propre associée

/ |Vé(z)|>dz =0.
Q

Par conséquent, V¢ = 0, de sorte que ¢ est constante sur {2 puisque ce dernier est
connexe. La condition de Dirichlet entraine alors que ¢ = 0, ce qui contredit le fait
que ¢ soit une fonction propre.

En réalité, en utilisant la théorie des opérateurs compacts (cf. [11], chapitre VI),
on peut aller plus loin, en établissant le résultat suivant, qui résume ’essentiel de ce
qui est connu sur les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet.

Théoréme 6.3.2 (Spectre du laplacien/conditions de Dirichlet) Soit Q ou-
vert connere borné de RN, & bord de classe C>. Il existe une suite croissante de
réels strictements positifs

D<A < X< <...< )\ <.

et une suite (¢n)n>1 de fonctions de classe C> sur Q a valeurs réelles vérifiant les
propri€tés suivantes :

a) les A\, sont les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet sur ) ;

b) pour tout n > 1, la fonction ¢,, est fonction propre du laplacien avec condition de
Dirichlet sur Q pour la valeur propre A\, ;

c) la suite (¢n)n>1 est une base hilbertienne de L*(Q) ;

d) lorsque n — +00, on a A, ~ Cn?/N, ot C est une constante positive.

La démonstration de ce théoréme dépasse le cadre de notre étude et nous I’admet-
trons donc (voir [2], chapitre 7). Voir également le Théoréme IX.31 dans [11], ainsi
que le point 13 des compléments du chapitre IX de [11].

Nous allons conclure cette section en étudiant de maniére détaillée le cas de la
dimension N = 1, ou l'on peut tout calculer de maniére explicite. Ce cas particulier
suffira d’ailleurs pour la suite de notre étude.

On considére donc le probléme aux valeurs propres

d2
O =), el <
B(£L) =0

D’apreés la Remarque 6.3.1, on sait qu’il faut chercher les valeurs propres A dans R} .
Si I'on ne tient pas compte des conditions aux limites, une base de solutions de cette
équation différentielle linéaire d’ordre 2 est {sin(v/Az),cos(vAz)}, de sorte que la
solution générale peut se mettre sous la forme

d(x) = Csin(VA(z — x0))
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ou C' et xg sont deux réels arbitraires.

Pour satisfaire la condition ¢(—L) = 0, il est naturel de poser g = —L, de sorte
que ¢ est de la forme ¢(z) = sin(v/A(z + L)) (en faisant C' = 1 puisque les fonctions
propres sont définies & une constante multiplicative prés). Pour vérifier la condition
¢(+L) = 0, la fonction propre devra donc satisfaire

V2L = kr, keN*.

On obtient ainsi la suite des fonctions propres du laplacien sur | — L, L[ avec
condition de Dirichlet :

or(z) = sin (];Z(gc +L)) , keN®,

ainsi que la suite des valeurs propres associées

k2

Ak

On observera en particulier que la plus petite valeur propre est

et que la fonction propre associée

¢1(x) = sin (%(m + L)) = cos (%)
est strictement positive sur | — L, L.

On peut résumer ces quelques remarques en disant que le probléme aux valeurs
propres pour le laplacien avec condition de Dirichlet sur un ouvert connexe borné
de RY est analogue & la recherche des valeurs propres pour une matrice symétrique
réelle — ou hermitienne — mais en dimension infinie.

Cependant, il ne faudrait pas croire que les problémes spectraux pour les opéra-
teurs différentiels soient toujours aussi simples.

Par exemple, si on ne suppose plus 'ouvert 2 borné, le probléme aux valeurs
propres pour le laplacien est complétement différent. Considérons par exemple le cas
ol 2 = R et oul le probléme spectral est

)
dx?

(2) = A(x).

Une premiére différence avec le cas o §2 est un intervalle borné est qu’il n’existe pas
de fonction propre ¢ € L?(R) pour ce probléme — en effet, les solutions sont des
combinaisons linéaires de cos(v/Az) et sin(v/Az) si A > 0, ou bien des combinaisons
lindaires de exp(v/—\z) et exp(—v/—Az) si A < 0.
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Une deuxiéme différence est que, si I’'on accepte pour fonctions propres des fonc-
tions qui ne sont pas dans L?(R), il n’y a aucune restriction sur les valeurs propres :
tout réel est valeur propre. (En réalité, comme les fonctions propres associées ne sont
pas de carré sommable, il ne s’agit pas vraiment de valeurs propres ou de fonctions
propres au sens habituel, mais en un sens généralisé dont la définition dépasse le cadre
de notre étude.)

6.4 Probléme spectral pour ’équation de Boltzmann
linéaire monocinétique avec scattering isotrope

Si nous voulions étudier le probléme aux valeurs propres pour 1’équation de Boltz-
mann linéaire, nous nous heurterions & une difficulté théorique importante, qui est
liée au caractére non auto-adjoint de 'opérateur intervenant dans cette équation.

Déja dans le cas de l'algébre linéaire en dimension finie, on sait bien que ’étude
spectrale d’une matrice auto-adjointe ou normale — c’est-a-dire commutant avec son
adjointe — est plus simple que pour une matrice quelconque, dans la mesure ol une
matrice normale est toujours diagonalisable et admet une base de vecteurs propres
orthonormée pour le produit scalaire (ou hermitien) canonique de R (ou de C¥).

Outre les difficultés relatives au caractére non auto-adjoint de 'opérateur de Boltz-
mann linéaire, I’étude du probléme aux valeurs propres pour ’équation de Boltzmann
linéaire est compliquée par le fait qu’il s’agit d’un probléme en dimension infinie, de
sorte que son spectre ne se réduit pas forcément aux seules valeurs propres — voir
ci-dessous.

Toutefois, dans certains cas particuliers, on peut ramener 1’étude spectrale de
I’équation de Boltzmann linéaire & celle d’un probléme auto-adjoint faisant intervenir
un opérateur de Hilbert-Schmidt, pour lequel le spectre se réduit aux valeurs propres.

Nous allons étudier dans cette section 'exemple de ’équation de Boltzmann li-
néaire pour des particules monocinétiques avec scattering isotrope, dans le cas de la
symétrie de la plaque infinie.

On considére donc ’équation de Boltzmann linéaire

(;+u§)fmam:au+wuxmw—wuww>

avec la notation .
@ =4 [ olwin.
-1

On supposera dans toute cette étude que équation est posée pour z € [—L, L] et
p € [—1,1], que o0 > 0 et v > —1, tandis que la solution f vérifie les conditions aux
limites

f&,—L,p)=f(t,L,—pu) =0, O0<pu<l.
Ces conditions aux limites sont dites “absorbantes” : les particules situées au bord
de lintervalle [—L, L] peuvent seulement sortir de Uintervalle mais en aucun cas y
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entrer. Autrement dit, ’extérieur de l'intervalle absorbe les particules, ce qui explique
la terminologie adoptée pour cette condition aux limites.
En mettant ’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus sous la forme

9 0
%:Af, avecAf:fua—iJrU(lJﬁ’Y)(ﬁ*va

on voit que, si ¢ = ¢(x, 1) est fonction propre de A, c’est-a-dire que
Ap= X9, ¢ #0,

¢(—L,p) = ¢(L,—pu) =0, 0<p<l,

alors la fonction f = f(¢, z, ) définie par

f(tv €, ;U') = e)\t¢(‘rv /1')

est une solution de ’équation de Boltzmann linéaire vérifiant la condition absorbante
pour tout £ > 0.
On va donc étudier dans la suite le probléme spectral

128 (1) + o (1 + )9 (x) — 0(, ) = Ap(a, 1), ¢ #0,
(=L, pu) = ¢(L,—p) =0, O<p<l1.

6.4.1 Le résultat principal

Dans la suite de cette section, nous allons établir le résultat suivant, qui donne une
description compléte des valeurs propres de 'opérateur de transport monocinétique
avec scattering isotrope, en faisant ’hypothése de la symétrie de type plaque infinie.

Théoréme 6.4.1 Soient o > 0 et v > —1. Il existe un unique réel \r(o,v) dans
Uintervalle | — o, +00[ qui est la plus grande valeur propre de Uopérateur A défini sur
| — L, L[x[-1,1] par

0
A6 = —ugl + o(1+7)(9) — 06, (613)

avec conditions auz limites absorbantes. De plus, il existe une fonction propre de A
p.p. positive ou nulle pour la valeur propre A\r(o,7).

La démonstration de ce résultat n’est pas triviale, en premier lieu parce que,
comme nous ’avons dit plus haut, I'opérateur de Boltzmann linéaire n’est pas auto-
adjoint.

On peut montrer que les autres valeurs propres de A sont toutes réelles, de multi-
plicités finies, et appartiennent a Uintervalle |—o, Ap, (o, 7)]. Toutefois la démonstration
de ce point est assez technique et nous ne la donnerons pas.
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La preuve se décompose en plusieurs étapes.

Etape 1. On réduit I'équation aux valeurs propres pour 'opérateur de Boltzmann
linéaire & une équation intégrale de la forme

(¢) = Bx(¢) -

Ici, By est un opérateur intégral de la forme

L
Byi(z) = / ba(z, )0 (y)dy

—L

ol by(z,y) = ba(y,z) € R vérifie

// by(z,y)?drdy < +o0.
[_L7L]2

Le paramétre A est valeur propre de ’équation de Boltzmann linéaire si et seulement
si 0 est valeur propre de I — B). L’étape 1 fait I'objet de la section 6.4.2 ci-dessous.

Etape 2. On étudie ensuite les valeurs propres de 'opérateur intégral By vu comme
application linéaire sur L?([—L, L]) : on montrera notamment que ces valeurs propres
s’organisent en une suite

PN = (N > > pa(N) > .. >0,
On conclut avec une caractérisation variationnelle de la plus grande valeur propre

po(A). L’étape 2 fait 'objet de la section 6.4.3 ci-dessous.

Etape 3. On utilise la caractérisation variationnelle de pg(A\) pour étudier sa dépen-
dance par rapport a A. On montre en particulier que py est une fonction continue
et strictement décroissante de A tendant vers 0 pour A — +o00, et vers 400 pour
A — —o. Par conséquent, il existe un unique réel A €] — o, +00] tel que po(A) =1, et
ce réel est la plus grande valeur propre cherchée pour I’équation de Boltzmann. Cette
derniére étape fait ’'objet de la section 6.4.4 ci-dessous.

6.4.2 Reéduction a un probléme spectral auto-adjoint

On résout le probléme aux limites ci-dessus en exprimant ¢ en fonction de (¢),
grace a la formule (2.2), comme suit :

o, 1) = / ) ~etNED(G) (y)dy, || <L, 0<p<l,
—L

L
o(, 1) = / oD e~ @ NG Il g) (y)dy, || <L, —1<p<0.
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Puis, en moyennant en p les deux membres de 1’égalité ci-dessus, on trouve que

T 1
) = [ (5 [ e e i) o))y
L 0
+/x (; /_1L1:l>e—<"“><y"”)/“du> (9)(y)dy .

Dans les deux intégrales ci-dessus, 'intégrale interne s’exprime au moyen de la méme
fonction

1 e8] oS}
B(z) = %/0 ol :%/1 o Fudu _ %/ e 250, (6.14)
z

(qui est, au facteur % prés, la fonction exponentielle intégrale). Autrement dit, la
relation ci-dessus sur la moyenne (¢) s’écrit

L
(9)(x) = o(1+7) [L E((e+Mlz =yl (o) (y)dy, [z[<L. (6.15)

On voit déja que ce calcul a transformé le probléme original pour 'opérateur A qui
n’est pas auto-adjoint, en le probléme (6.15) pour (¢) qui, lui, est bien auto-adjoint
— par analogie avec le systéme linéaire

w":ZEiﬂ/’jv ou By; = Ly, i,j=1,2,...
J

On peut en effet penser a discrétiser ’équation intégale (6.15) en posant

Ax/2
vi= @), By=(o+n) [ B+ Ntz - iz,
—Ax/2
pour tous i,j = 1...,n, ou Az = % est un pas d’espace uniforme sur l'intervalle
[*Lv L]
En faisant le changement de variables z — —z, on trouve que
Ax/2
E;; = (0+7)/ E((c 4+ Nz + z — zj])d=
—Ax/2

Ax/2
—(@+3) [ Bl N - - sl)ds
—Ax/2

Ax/2
X (0+7)/ E((0+ Ny + 2 — zl)dz = Ej;
—Ax/2

pour tous 4,5 = 1,..., N, de sorte que la matrice (E;;)1<i j<n est symétrique réelle.

Avant d’aller plus loin, il nous faut étudier de plus prés la fonction FE.
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Lemme 6.4.2 La fonction E, définie par (6.14), vérifie les propriétés suivantes :
(a) E € C*(RY) est une fonction strictement décroissante ;
(b) lorsque z — +00

(c) lorsque z — 0"
E(z) ~—1Inz.

En particulier, E € LP(Ry) pour tout p € [1,+o0].

Démonstration. Le point (a) est évident puisque E est la primitive de la fonction

v —%7 continue et strictement négative sur R
Pour ce qui est du point (b), on remarque que

e\’ eV e e "
<v>__v T Ty
pour v — 4o00. On conclut grace au fait que, si f et g sont deux fonctions continues
sur R telles que 0 < f(t) ~ g(t) pour t — +o0 et si

+o0o
/ ft)dt < 400,
1

alors oo oo
/ F(t)dt ~ / o)t

lorsque x — +oc.
Enfin, on démontre le point (¢) en écrivant

1 1 “+o0
dv v dv _pdv

2 v v
1 “+o00
dv dv
:—%IHZ—F%/ (B*U—I)F—F%/ 6707
z 1

et en remarquant que la fonction
4 d
—v v 1
Z / (e7” —1)— est de classe C' sur R,
v
z

e '—1
v

puisque l'intégrande v +— se prolonge par continuité en v =0. m

Pour tout A > 0, on introduit I'opérateur K défini par la formule

L
Kyi() = / (o + Ve =yl
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Lemme 6.4.3 Pour tout A > —ao, l'opérateur K est un opérateur de Hilbert-Schmidt
sur L2([~L, L)). De plus, pour tout v € L*([—L, L)), la fonction Kxv est (p.p. égale
a) une fonction continue sur [—L, L].

Démonstration. La fonction (z,y) — E((c + A)|x — y|) est continue sur
(=L, L} x [=L, L]\ { (2, 2) | [«| < L}

et vérifie
E((c+A)|z—yl)~—L1Injz—y| pour z —y — 0.

Donc

// E((c 4+ M|z — y|)*drdy < 40,
[—L,L)?

ce qui montre que l'opérateur K est de Hilbert-Schmidt sur L?([—L, L]).
D’autre part la fonction F': 2 — E((o+))|z|) définit un élément de L?(R) d’aprés
le point (c¢) du lemme précédent, de sorte que la fonction

Kﬂ? =Fx (wl[fL,L])‘[,L’L]

est continue sur [—L, L] comme produit de convolution de fonctions appartenant a
deux espaces de Lebesgue en dualité!. m

Précisons la relation entre le probléme aux valeurs propres pour ’équation de
Boltzmann linéaire de départ portant sur la fonction ¢ = ¢(z, p) et celui portant sur
la fonction (¢) moyennée en .

Proposition 6.4.4 Soit A > —o. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe une fonction ¢ € L?([—L, L] x [~1,1]) telle que x + ¢(x, p) soit p.p. en p €
[—1,1] égale & une fonction continue sur [—L, L], solution généralisée du probleme aux
valeurs propres

Ap =\, ¢»#0,

¢(—L,p) = ¢(L,—pu) =0, 0<p<l,

avec A défini par (6.13), est que 1 soit valeur propre de lopérateur o(1 + v)Ky de
Hilbert-Schmidt sur L?([—L, L]).

Démonstration. Les calculs ci-dessus montrent que si ¢ € L?([—L, L] x [~1,1]) est
une fonction propre de A pour la valeur propre A au sens généralisé — c’est-a-dire
que la fonction z — ¢(z, p) est continue p.p. en u € [—1,1] et est solution généralisée
du probléme aux valeurs propres pour A — alors (¢) € L?([—L, L]) est soit nulle p.p.,
soit fonction propre de 'opérateur o(1 + ) K pour la valeur propre 1.

1. On rappelle en effet que, pour tout p € [1, 0], et pour tout f € LP(R) et tout g € LPI(R) avec
% + i =1 (convenant que 1/c0 = 0), le produit de convolution f * g est (p.p. égal &) une fonction
bornée uniformément continue sur R.
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Si (¢) = 0 p.p. sur [—L, L], alors ¢ vérifie

0
(Ot 006, )+ p5 ey =0, lal < L, Jul <1,
¢(—L,p) = ¢(L,=p) =0, 0<p<1.

On vérifie alors en appliquant la méthode des caractéristiques que ¢ = 0 p.p. sur
[—L, L] x [—1, 1], ce qui est en contradiction avec le fait que ¢ soit une fonction propre
de l'opérateur A.

Réciproquement, si u € L?([—L, L]) est fonction propre de o(1 + v)K) pour la
valeur propre 1, alors u = o(1 + ) K u est (p.p. égale a) une fonction continue sur
L?([-L,L]) et la fonction ¢ = ¢(x,p) définie pour tout u € [—1,1] \ {0} par les
formules

o(x, ) :/ We_(”“‘)(’_y)/“u(y)dy, Z| <L, 0<p<l,
-L
L

o) = / At e~ Wy (y)dy, 2| <L, —1<p<0,

est évidemment continue sur [—L, L] x ([-1,1] \ {0}). D’autre part

o(l+~
ot < Z0 50 s )], <2 0<ul <1,

de sorte que ¢ € L?([~L, L] x [~1,1]), puisque o > —\.
De plus, en moyennant 'expression définissant ¢ en fonction de u par rapport a
la variable p, on trouve comme dans les calculs ci-dessus que

() =0(l+7)Kxu=mu.

D’autre part, les formules ci-dessus définissant ¢ en fonction de u signifient préci-
sément que ¢ est solution généralisée du probléme au valeurs propres pour ’opérateur
A et la valeur propre A. De plus, ¢ est bien fonction propre : si on avait ¢(z, ) =0
p.p. en (x, ), on aurait alors (¢) = 0 p.p. sur [—L, L], or ceci est impossible puisqu’on
a supposé u = (@) est fonction propre de o(1 + v)K) (pour la valeur propre 1). m

6.4.3 Le probléme spectral pour K

A Tintérieur de la classe des opérateurs bornés sur l’espace de Hilbert L2, les
opérateurs de Hilbert-Schmidt jouissent de propriétés tout a fait semblables a celles
vérifiées par les endomorphismes définis sur des espaces vectoriels de dimension finie.
Par exemple, nous avons déja vu que ces opérateurs vérifient I’alternative de Fredholm,
qui est une condition de compatibilité analogue aux conditions de résolubilité d’un
systéme linéaire dans un espace vectoriel de dimension finie. Il y a plus : I’analyse
spectrale des opérateurs de Hilbert-Schmidt se réduit & la recherche de leurs valeurs
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propres — ce qui n’est évidemment pas le cas pour un opérateur borné quelconque,
comme le montre I'exemple ci-dessous.

Exemple : Sur P'espace de Hilbert H = L?([0, 1]), considérons 'opérateur T : ¢
T¢ défini par

To(x) = f(z)p(x)
ou f € C([0,1]). L’opérateur T est un opérateur borné — c’est-a-dire une application
linéaire continue de H dans lui-méme, car

I TPl z2(j0,17) < I fllze= o, ll@llL2(o,1)) -

Pour tout zy € [0, 1], on a

(T = f(zo)D)¢(x) = (f(2) = f(w0))d(x) ,

et, comme

b
f(@) = (o)

Popérateur T — f(xo)l n’admet pas d’inverse dans l'algébre des opérateurs bornés
sur H. On montre ainsi sans aucune difficulté que le spectre de T' — c’est-a-dire le
complémentaire dans C de ’ensemble des nombres complexes A tels que Al — T soit
inversible et d’inverse borné sur H — est donné par

spectre(T) = { f(z0) | 20 € [0, 1]}

Par exemple, si f(z) = 2z, on voit ainsi que A =1 = f(%) € spectre(T). Mais 1 n’est
pas valeur propre de T : en effet, Ker(T — I) = {0}, puisque

(T —I¢(z) = 2(z — §)¢(z) = 0 p.p. en & € [0,1]

ce qui entraine que

sup
0<xz<1
zF#x(Q

:—’—OO7

¢(x) = 0 pour tout z € [0,1]\ (N U{3}),

ou \V est un ensemble de mesure nulle dans [0, 1]. Donc N'U{3} est aussi un ensemble
de mesure nulle, de sorte que ¢(x) =0 p.p. en = € [0, 1]. Autrement dit, bien que 1
appartienne au spectre de T, c’est-a-dire que 7' — I n’admette pas d’inverse qui soit
une application linéaire continue sur H, I’application linéaire T' — I est injective, de
sorte qu’il n’existe pas de fonction ¢ non nulle dans H telle que 'on ait T'¢ = ¢. Ceci
est dit au fait que H est de dimension infinie, car tout endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension finie est continu et inversible si et seulement si il est injectif.

Revenons au cas des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théoréme 6.4.5 Soit J intervalle de R et H = L?(J). Soit k € L*(J x J), et soit
K Dopérateur intégral de noyau k défini sur H, c’est-a-dire que

Ko(z) = / ke y)o(y)dy, & H.
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Supposons que

k(z,y) = k(y,x) p.p. en (x,y) € J x J,

et que

[ F@Ksada =0, oet.

J

Alors il existe une base hilbertienne (e, )n>0 de H, et une suite de réels
MNSAM>.. > >...>0

telle que
Ke, =X\en, n>0.

De plus la suite A, tend vers 0 et, si A, # 0, alors Ker(K — A\, I) est de dimension
finie. Enfin

/ S@) K d(x)dr

S ey
erL? —OL,L 2d
i /J ()

Voir Théorémes VI.11 et VI.12 dans [11].

Exercice 6.8 Démontrer la formule donnant \g. (Indication : on pourra représenter
tout élément ¢ de H sous la forme

¢ = qu)nen

n>0
et calculer K¢ a partir de cette représentation.)

Admettons ce résultat — qui est tout a fait analogue au théoréme spectral pour
une matrice auto-adjointe ou symétrique réelle, et voyons ce qu’il implique dans le
cas qui nous intéresse.

On sait déja que I'opérateur K, est de Hilbert-Schmidt sur L?([—L, L]); vérifions
qu’il est positif au sens des formes bilinéaires sur H.

Comme le noyau intégral de K est a valeurs réelles, il suffit de le faire opérer sur
des fonctions a valeurs réelles. Si ¢ est une fonction propre a valeurs complexes de K
pour la valeur propre p € R, alors la partie réelle de ¢ ou sa partie imaginaire sont
également fonctions propres de K pour la valeur propre p. On pourra donc supposer
que, dans le Théoréme 6.4.5, toutes les fonctions considérées, y compris les fonctions
propres e,, sont a valeurs réelles.

Lemme 6.4.6 Pour tout ¢ € H & valeurs réelles, on a

L
[L W@ Krp(@)de > 0.
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Démonstration. Il suffit de se souvenir que
Kxy(x) = (¢)(x)

pour presque tout x € [—L, L], out ¢ = ¢(z, ) est la solution généralisée du probléme
aux limites suivant pour I’équation de transport :

A +0)d(w, 1) + p52(w, p) = Plx),  |@| <L, 0<p<l,
¢(—L,p) = ¢(L, —p) =0, 0<p<l1.

Par conséquent

Y(z) Kxyp(z Ll/J Y(x)o(x, p)duds
[ st [ i, [

/L/1<)\+J xu)+uai(x u))qb(x p)dpda

L

L 1 o 2
/L/—l (O\ +0)o(z, 1)” + Pl (¢(957N) )) dpdz
L 1
Ato 2
Z 5 /_L/_1¢($,u) dudz > 0.

En effet, compte-tenu des conditions aux limites vérifiées par ¢, on a

L 1 a 1
/ / Hag (#(@ 1)) dude = / 1 (DL, 1)? + S(~L,—p1)?) du > 0.
—rJ1 0

N‘H

N

]
Appliquons le Théoréme 6.4.5 & Popérateur K. Soit donc

po(A) = p1(A) > ... 2 pa(A) > ... >0,
la suite des valeurs propres de l'opérateur K rangées par ordre décroissant et comp-
tées avec leurs ordres de multiplicité. Partons de la caractérisation variationnelle de

po(A) pour écrire que
L

Y(z) Kzt (z)de

po(A) =o(l+7)  max 3
YeL?([—-L,L]) 2
/ () P
—L

L L
/ / E((0 + Nz — y) (@) (y)dz
—LJ-L

=o(l+7) max 7
PpeL=([-L,L]) 2
| i)
—L
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Evidemment, le maximum ci-dessus est atteint pour ¥\ = e (fonction propre de K
pour la valeur propre pp(A)). Comme la fonction E est & valeurs positives ou nulles,

/ / (0 + Nz =y (x)y(y)dz
[ e

L L
/ /,LE((UJFANI*y|)|¢(I)\|¢(y)|d:p

—L

= L
R
-L

L L
/ / B+ Nz = D (@)Y w)ldz
po(A) <o(l+7v) max — T .
weL2([—L,L]) 5
[L [o(z)|“dx

)

de sorte que

D’autre part

L L
/ / E((o + Nz — y))(@)|[(y)|do
—LJ-L

U(l + ’7) max

YeL2([—L,L i3
#E[ﬂ) D /_L |w(l‘)‘2d$
L L
/ / B+ Nl = y)o@)o(y)ds
= J(l +'7) max —LJ— .
0<¢eL2([—L,L)) / )
M b(a)2de
/ / E((0+ M|z — y))(x)i(y)de
< U(l + ’7) max _ po()\) |
weL2([—-L,L))
[ wera

Par conséquent

/ / E((o+ Nz —yDlv()|[v(y |dm
po(A) = o(147) max

peL2([—
o [ @
-L

Lemme 6.4.7 L’opérateur K, admet une fonction propre presque partout positive
pour la valeur propre po(A).
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Démonstration. Soit eq, fonction propre de K pour la valeur propre po(A), telle
que |leolz2(—r,z)) = 1. Le raisonnement ci-dessus montre que

po(N) = o(1+7) / ) / B((+ Mo = l)ea(a)eo(s)dody

L L
— o(1+7) / ) / B+ Nl = yDleo(a)lleo(s)dedy.

Comme E(z) > 0 pour tout z > 0, la condition

L L
/ / E((04 )|z — yl)eo(x)eo (y)dady
—rJ-1L
L L
- / / E((o + Nz — y])leo() leo (y)|dzdy

/ / (0 + Nl — yeo(@)eo (y)ddy

implique qu’il existe une constante C' € R telle que

eo(x)eo(y) = Cleo()lleo(y)|

pour presque tout (z,y) € [~L, L]? (voir par exemple Théoréme 1.39 (c) de [53]).
Evidemment C' # 0; sinon on aurait eg(z)ep(y) = 0 pour presque tout (z,y) €
[~L, L)%, ce qui est impossible puisque

//[L’L]2 leo(x)eo(y)|*dady = /LL leo(x)|*dz /LL leo(y)|?dy = 1.

En multipliant chaque membre de cette égalité par |eg(y)| et en intégrant par rapport
a y, on trouve que

L
cola) [ colw)lea(w)ldy = Clea(o)
pour presque tout x € [—L, L], puisque ||eg||z2(j—z,z)) = 1. Notons

B
o= / co(y)leo()ldy,

-L
en remarquant que la fonction y — eq(y)leg(y)| est intégrable sur [—L, L] par hypo-
thése. On a évidemment C’ # 0, sinon |eg(z)| = 0 pour presque tout z € [—L, L]
puisque C # 0, ce qui est impossible car |leg||z2(—z,z)) = 1. Il s’ensuit que

C
eo(x) = el —leg ()], pour presque tout x € [—L, L] .

En particulier
Kxleo| = po(N)leol s
d’ou le résultat annoncé. m
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6.4.4 Dépendance en \ de la valeur propre p

Le résultat principal de cette section est la proposition ci-dessous.

Proposition 6.4.8 La fonction A — po(X) vérifie les propriétés suivantes :

(a) po(A) — 0 lorsque A — 400 ;

(b) po(N) = +o0 lorsque A\ — —o ;
(c) po est strictement décroissante ;
(d) po est continue sur] — o, +00l.

Démonstration. Pour établir le a), on rappelle que, d’aprés la preuve du Lemme
6.4.6

KA¢(~T) = <¢> )
ol ¢ est la solution généralisée du probléme aux limites
(At 0)o(w, ) + n 22 (o, ) = b(x),  Jal <L, 0<p<1,
$(~L,p) = $(L,—p) =0, 0<p<l.

Donc

/¢ VK (x //z/} é(w, p)dudz

> 1\ +0) / ) / Ol 0 dd

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve que

%/\—i—a/ /quu dudr < 5 / /w o(x, pw)dpdx
< (; / LL / 11 ¢(x,u>2dudaz> (; | LL / 11w(x)2dudw>

ce qui montre que

I 1/2
( / <¢><x>2da:)
L

1/2

IN

L 1 1/2
1 2
<2 | ) / ol dud:v>
) L 1/2
< (/_Lw(w)de>

K5l L2 (j—1,L]

Autrement dit

) S T— )\Jr ¥l 2 (—r,1)) -
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En particulier

[ v < Wl s < yoms Wl

d’ou ;
(@)K () da
po(d) =l +7) wagr(l[ayi ) i = USI;) '
/ ()| 2dz
L

ce qui montre que pg(A\) — 0 lorsque A — +oc.

Démontrons le point (b). Pour cela, on utilise la minoration de pg(A) obtenue
en remplagant la fonction test @ du probléme de maximisation par une fonction
constante :

L L

/ L/ B+ Nlw =y @) (y)dedy

po(A) =o(l+7v) max — I

YeL2([—-L,L]) /

o [Y(x )| dx
/ / (o + Nz — yl)dwdy
/ dx .
-,

Or, comme F est une fonction décroissante sur R et que F(z) — oo lorsque
z — 0, on conclut par convergence monotone que

L /L
lim / / E((o + Nz — y|)dzdy = +o0,
-L

A——0o - L

ce qui entraine que
lim po(A) = 4o00.

A——0

Le point (c) découle de la formule

/ / ((o + Nz =yl (@)||lv(y)|dedy
po(A) = a(l+7) max

peL2([—
S / () P
—L

établie plus haut. Soient donc A > X €] — o0, +o0], et soit ) € L?([-L, L]) réalisant le
maximum ci-dessus. (Rappelons que ce maximum est atteint pour ¢y, fonction propre
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de Popérateur K pour la valeur propre pg(\)). Alors

/ / E((o + Nz = yD)[a(@)][¢a(y)|drdy

/ 62 (2) P

/ / E((o + X))z =y [va(@)][¥a(y)|dedy
0(1+ S,Oo()\').

/ [ (2) P

En effet, la deuxiéme inégalité ci-dessus découle de la formule

po(A) = o1+

L L
|| B+ 0 =@l idedy
po(N)=0o(l+7) max —=— I ~
YeLl=([-L,L]) 2
JCERE

D’autre part, 'inégalité stricte, qui est le point crucial de ’argument, s’obtient
en remarquant que E est strictement décroissante d’aprés le Lemme 6.4.2 (a). Par
conséquent, pour tous x # y € [—L, L], on a

E((o+X)lz —yl) > E((e + M|z —y]),

de sorte que
L L
[ [ B+ X0k = bl @]l w)ldsdy
-LJ-L

L L
>/ / E(( 4 Nl = y)lia@)l[oa(y)|dedy
En effet, si les deux intégrales ci-dessus étaient égales, on aurait alors

(E((o + Xz —yl) = E((A+ o)z — y[)[a(@)[[¥a(y)| = 0 p.p. en (z,y)€[~L, L]?,

c’est-a-dire que

[ea@)ll¥a(y)l = 0 pp. en (z,9) € [-L, L]*\ {(2,2) t.q. |2] < L}.

On en déduirait alors que

0— // G m(y)mmdy:(/_LLm(z)dz)Q
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de sorte que ¥y = 0 p.p. sur [—L, L]. Or ceci est impossible puisque par hypothése
1y réalise

L L
/ / B((o 4+ Nz — y)[$(@) |9 () |dady
—rLJ-L

max 17

$eL2([~L,L))
e / () el

—L

ce qui entraine en particulier que ¥ est non p.p. nul. Ceci démontre I'inégalité stricte,
et donc que le point (c¢) est bien vérifié.

Passons a la démonstration du point (d). Soit donc A €] — o, 4+00[ et une suite
An = A pour n — 4o00. Soit ¥ réalisant

L L
/ / E((o+ Nz — yD[e ()[4 (y)|dzdy
L) |

max 17

YeL2([—-L,L))
/ () P

—L

Evidemment

L L
[ B Ale = sloa@)li)dsdy
14 y) ==L -
R
"y

L L
/ / B((o + Nz — yl)[a @)l [ y)ldedy
14 ) =2 =L _

pO(/\n) > U(

pO(A) )

ol 7
/ [ () P
"y

de sorte que
lm  po(An) > po(N)-

n—-+oo

Soit d’autre part, pour tout n > 1 une fonction v, € L*([—L, L]) réalisant

L L
/ / E((0 + Ma)la — y)|e(@)|[¢(y)|dedy

max

YeL2([—L,L]) L ’
e | te)ias
—L
et soit n > 0.
D’une part, d’aprés le théoréme des accroissements finis
e—o'r]/2
Bl + Az =4l) = B(lo + Nl = )| € 2L - |
ALe=on/2

|)‘7>‘n|
an
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pour tout n assez grand tel que A\, > —0/2, et tous z,y € [—L, L] tels que [z —y| > n.

D’autre part, comme A\, — A lorsque n — 400, il existe un réel M > 0 tel que
An < M pour tout n > 1. Choisissons 7 tel que 0 < 1 < U_:M D’aprés le Lemme

6.4.2 (c), E(z) ~ —= lnz pour z — 0%, de sorte qu’il existe C' > 0 tel que

[E((0+ An)lz —yl) = E((o + Mz —y[)] < ClIn(F]z —yl)

pour tout n assez grand tel que A, > —o/2, et tous z,y € [—L, L] tels que 0 <
|z —yl <n<1l/(c+ M).

Donc, en notant X, = ¥n/||¥nllL2((-1,2]), on a

L L
‘ / / E((0 + M)l =y ()] ()| ddy
-LJ-L

/ / ((o+ Nz — y))Ixn (@)|Ixn (y)|dzdy

< //L,L]z IE((0 + M)z — yl) — B((a + Nz — y])||xn(@)||xn (y)|dzdy

N //m IE((0+ M)l — yl) — (0 + Nz =y xn (@)l xn ()| dzdy
|=n

[e—y|=>

[ s 1@+ M) =) = B+ Nl = o) a (@) )y

o<|z—y|<n
4Le *0"/2
< —A— n|//m|| <L |Xn ||Xn( )|d$dy
le—yl=n
+C//Iw\| <L | In(3 |x—y|)\ (Xn( )% + Xn(y )2) dzxdy .
o<|z—y|<n
D’une part

/ﬁ IvsE o (@)l 1Xn () dady < // Ixn ()| [xn (y)|dzdy < 2L
=y ], |yl <L

lz—y|>
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en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, tandis que

//lwl,mg | In(§lz — yDI5 (xn(2)? + xn(y)?) dady

o<|z—y|<n

N //m,\y\gL [ In(§ |z —yl)|xn(y)*dedy

0<|z—y|<n

§ //R2 10<“”_y|<n| 1H(%|$ - y|)|Xn(y)2d:17dy

_ / | In(g 2))\d / X (9)dy
|z|<n R
on/2
<2 [ —tusds =y +ufmign).
0

(en prolongeant X, par 0 dans R\ [—L, L]).
Au total, on a montré que

po(A / / E((0 + Mz — ) xn (@) |1xn (@) |dzdy

- 8L2e~7n/2
o1

A= An| +Cn+ CnlIn(Sn)l,

de sorte qu’en optimisant en n > 0, on trouve que

L L
po(hn) — / ) / (7 Ve = 9l (@) ()l dady — 0

lorsque n — 4o00. Donc

fim po(h) < T / / E((o 4+ M) = ) () ()

n—-+oo n—+oo J_

L L
/ ) / Bl{+ Nl = D@ x(w)ldzdy = ().

< max
lIxlip2=1J—
Au total, on a donc montré que

lim po(An) < po(N) < lim po(An),

n—-+o0 n—+oo
d’ou
p0(An) = po(A) lorsque n — +o0.

Comme ceci vaut pour tout A et toute suite \,, — A lorsque n — 400, on conclut que
po est continue sur | — g, +o00[. m
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6.4.5 Valeur propre principale de 'opérateur de Boltzmann
linéaire
Grace aux préparations ci-dessus, nous pouvons maintenant conclure notre étude
de la criticité pour I’équation de Boltzmann linéaire monocinétique avec scattering
isotrope posée dans lintervalle [—L, L.
En effet, d’aprés la proposition ci-dessus, la plus grande valeur propre po(A) de
lopérateur de Hilbert-Schmidt Ky définit une fonction

| — o, +00[> A = po(A) €]0, +0o0[ continue, strictement décroissante

et telle que lim po(A) =400, lim po(A) =0.
A—=—0 A—+oo

D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur
Ar(o,7) €] — 0,400

telle que
1

c(l1+7)’

Autrement dit, 1 est valeur propre de I'opérateur o(1 +v)K), (5,4), ce qui veut dire,
d’apreés la Proposition 6.4.4 que A, (o, ) est valeur propre de 'opérateur de Boltzmann
linéaire A, défini par (6.13), avec conditions aux limites absorbantes sur [—L, L] X
[-1,1].

Vérifions que Ap(o,7) est la plus grande valeur propre de A avec conditions aux
limites absorbantes. Soit donc A > Ap(o,7); si A était valeur propre de A avec condi-
tions aux limites absorbantes, 1 serait valeur propre de 'opérateur o(1++v) Ky, d’aprés
la Proposition 6.4.4. Or, comme pg est strictement décroissante,

pO(/\L (07 7)) =

1
A) < po(Ap(o, = —,
ce qui contredit le fait que 1 soit valeur propre de (1 + ) K.
Enfin, d’aprés le Lemme 6.4.7, 'opérateur K}y, (5,~) admet une fonction propre eg
presque partout positive ou nulle sur [—L, L] pour la valeur propre po(Ar(o,7)) =

ﬁ. Soit ¢ définie par
onlap) = [ SN gy, ol <L, 0<uzl,
L
L
Go(, 1) :/ e =N ey (y)dy,  |o| <L, —1<p<0.

Ces formules montrent que ¢y > 0 presque partout sur [—L, L] x [—1,1]; et c’est une
fonction propre de A pour la valeur propre Ap(o,7) d’aprés la démonstration de la
Proposition 6.4.4. Ceci conclut la démonstration du Théoréme 6.4.1.
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1/0(1+y)
Py M)

p; (V)
P, (A)

FIGURE 6.1 — Valeurs propres po(A) > p1(A) > pa(A) > ... de Vopérateur K et
plus grande valeur propre A;, = A (0,7) de U'opérateur de Boltzmann linéaire A avec
conditions aux limites absorbantes (cas du transfert radiatif avec scattering isotrope,
dans la géométrie de la plaque infinie).

6.4.6 Taille critique pour I’équation de Boltzmann linéaire

Terminons maintenant notre étude du probléme aux valeurs propres pour 1’équa-
tion de Boltzmann linéaire en dégageant la notion de taille critique.

Si ¢ = ¢(x,u) est solution du probléme aux valeurs propres sur le domaine
[-L,L] x [-1,1] correspondant & la plus grande valeur propre A (c,7) de l'opéra-
teur de Boltzmann linéaire A, défini par (6.13), alors la fonction

@ (2,01) = oLz, )
est solution du probléme aux valeurs propres sur [—1,1] X [—1,1]
—p%% + GL(1 +4)(®) —oL® = LAy (Lo,7)®, & #0,
O(—1,pu) =d(1,—p) =0, 0<pu<Tl,
de sorte que

AL(o,y) = Gt :

L
Définition 6.4.9 Soient ¢ > 0 et v > —1 donnés. On dira que 2L est la taille
critique pour Uopérateur de Boltzmann linéaire A, défini par (6.13), avec conditions
auz limites absorbantes, posé sur [—L, L] x [—1,1], si la plus grande valeur propre de
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cet opérateur est nulle, c’est-a-dire si

)\L(aa 7) =0.

L’argument ci-dessus montre que, de fagon équivalente, 2L est la taille critique
pour l'opérateur de Boltzmann linéaire avec conditions aux limites absorbantes si et
seulement si

A (Lo,y) =0.

(Dans les applications a la neutronique, on parle souvent de “masse critique”, ce
qui est la méme chose, quitte & multiplier la taille critique par la densité massique du
matériau fissile considére.)

Nous allons conclure cette section par quelques remarques qualitatives sur cette
notion de masse critique, sans chercher a obtenir de résultat rigoureux, ni de démons-
tration.

Considérons le probléme aux valeurs propres pour 'opérateur de Boltzmann li-
néaire A, défini par (6.13), posé sur le domaine [—L, L] x [—1, 1] avec conditions aux
limites absorbantes.

Nous allons étudier de plus prés le cas o le paramétre « est strictement positif
mais <« 1 — de sorte que le milieu est trés légérement amplificateur. D’autre part,
nous allons supposer que le taux de perte de particules au bord du domaine spatial,
du fait de la condition aux limites absorbantes, est compensé par 1’épaisseur 2L du
domaine, que ’on suppose > 1.

En méme temps que le changement de variables x = Lz ci-dessus, de sorte que
|z] <1, on réalise 'hypothése 0 < v < 1 en posant

v=4/L*,  4>0,

et en supposant que L > 1.
Le probléme spectral pour 'opérateur A & la plus grande valeur propre Az (o,4/L?)
mis & 1’échelle sur le domaine [—1,1] x [—1,1] est donc

—pde 4ol (1 + Ll) (®) — oL® = LA (0,7/L2)®, &0,

®(—1,p) = (1, —p) =0, 0<p<l.

Lorsque L > 1, le probléme ci-dessus se présente naturellement sous une forme sug-
gérant d’utiliser 'approximation par la diffusion. Sans rentrer dans les détails, 'idée
est que

Ao(o,5/L%) = O(1/12),

ce qui suggére d’utiliser I’approximation par la diffusion de I’équation de Boltzmann
linéaire ci-dessus et de chercher ® sous la forme

1 d

D, ) == (D) (@) — = (D) (&) + ..
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En moyennant le probléme ci-dessus par rapport & p, on trouve d’abord que

_%</_LCI)> + O%Ay<q)> = L)\L(Lav ’AY/LQ)<(I)> ’

puis, en remplacant ® par son approximation ci-dessus,
2 oA N
5oL 57 (@) + T(®) =~ LAL(0,7/L)(®),
(@)(=1) = (®)(+1) =0,

ce qui est précisément ’approximation par la diffusion de I'équation de Boltzmann
linéaire ci-dessus vérifiée par .
Ceci suggere alors de rechercher Ag; ¢y, la plus grande valeur propre pour le pro-
bléme aux limites de diffusion
1 d> A —
36 224() + 0Yq(z) = Aaigrq(z),

q(—1) = q(+1) =0,
que 'on trouve sans difficulté :

7.[.2

Agifp = 0% — —— |
aff =" 1y

Cette valeur propre correspond a la fonction propre

s

q(x) = cos(§x),

— cf. section 6.3. Puis

7.(.2

L2\ Y/L?) ~ Ngifr = 0F — ——
L(aa 7/ ) dif f a7y 120 )

c’est-a-dire que

v Adif f y 7w’
Ao, L) ~ S -
L (0’ L2) 2 712 12012

Autrement dit,
2

120L2

ce qui suggere la valeur approchée suivante de la taille critique pour la bande [—L, L],
dans la limite oU L > 1l et y < 1

Ap(o,y) ~ oy — +...,

7
V3ye

Cette estimation de la taille critique peut étre améliorée de fagon significative
en utilisant 'approximation par la diffusion & I'ordre un, et la notion de longueur

2L, ~
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d’extrapolation obtenue au moyen de la fonction de Chandrasekhar (cf. chapitre 4).
Sans entrer dans les détails, disons seulement qu’on trouverait la valeur approchée
suivante de la taille critique

1 o
NELT VL)’
ou £ ~ 0.7104 est le coefficient d’extrapolation. On remarquera que les deux valeurs
approchées ci-dessus difféerent de O(/7) pour v < 1.

2L, ~2 arctan (

6.5 Problémes aux valeurs propres et criticité

6.5.1 Equations de diffusion

Les résultats de cette section sont valides pour une large classe de modéles de
diffusion mais, pour simplifier ’exposé, nous considérons seulement le modeéle (1.16)
de diffusion & deux groupes d’énergie en neutronique

8U1

e div (D1Vuy) + orug = 0'{211/2 dans Q x RT,

%2 iv (D, — 0§ dans Q x R*

5t iv (D2Vug) + oous = 05yuq ans ) X , (6.16)
up =ug =0 sur 00 x RT,

ur(t =0,2) = uf(z),uz(t = 0,2) = ud(z) dans Q,

ou  est un ouvert borné régulier et les coefficients sont des fonctions de L ()
vérifiant

Dy (x), Dy(x) ,0’{2(1‘) ,051(x) >C >0 etop > 0{2 ,09 > 05y . (6.17)

L’hypothése de positivité de o1 et o5 n’est pas restrictive car on peut toujours rempla-
cer uy (t), ua(t) par vy (t)et, vy (t)eCt dans (6.16) et se ramener a un tel cas pour C' > 0
suffisamment grand. Le probléme aux valeurs propres correspondant & ce probléme
d’évolution est : trouver A € C et (11, 19) # 0 tels que

My — div (D1 V1) + 010y = olgths  dans Q,
—\py — div (Ds Vo) + 091hs = 05,10, dans €, (6.18)
Y1 =P =0 sur 0f).

Une conséquence du Théoréme 6.2.14 de Krein-Rutman (qui généralise celui de

Perron-Frobenius) est le résultat suivant que nous énongons volontairement sans pré-
ciser les espaces fonctionnels (voir [49] pour plus de détails).

Proposition 6.5.1 Si Q est un ouvert borné régulier, il eriste une plus petite va-
leur propre réelle et simple \ solution de (6.18) telle que sa fonction propre associée
(¥1,19) est la seule & étre strictement positive dans S et pour toute autre valeur
propre € C on a A < |p|.
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Remarque 6.5.2 Puisque seule la fonction propre associée a la plus petite valeur
propre est positive, c’est la seule qui puisse s’interpréter comme une densité de parti-
cules. Autrement dit, les autres fonctions propres, si elles existent, n’ont pas d’inter-
prétation physique claire.

Pour se convaincre du résultat de la Proposition 6.5.1 on peut démontrer son
analogue en dimension finie pour la matrice issue d’une discrétisation spatiale de

(6.18).

Lemme 6.5.3 Sous les hypothéses (6.17) la matrice de discrétisation de (6.18) par
différences finies en dimension N = 1 d’espace est une M-matrice irréductible (a
laquelle on peut donc appliquer le Théoreme 6.2.11).

Démonstration. Pour simplifier on suppose tous les coefficients constants dans
(6.18). On range les inconnues discrétes en les regroupant par groupe d’énergie, c’est-
a-dire qu’on discrétise d’abord 1)1 puis 15. Cette matrice de discrétisation (pour A = 0)

a une forme par blocs
Ao ( A —af,1d ) 7
—0931 1d A22

avec les blocs diagonaux, pour k = 1, 2,

ok + 2¢y, —Ck 0
—Ck ok +2c,  —cg
A D
= oL t. t. avec Cr. =
Kk : : : LN VNSE
—ci o)+ 2ck —Ck
0 —Ck ok + 2¢k

Il s’agit bien d’une M-matrice car tous les coefficients extra-diagonaux sont négatifs
ou nuls tandis que les coefficients diagonaux sont positifs et la dominance diagonale
est bien satisfaite. Comme 0{2 et 0§, sont non nuls on peut construire une chaine
d’arétes, a;; # 0, reliant n’importe quels noeuds ¢ et j du graphe de connectivité de
A. Elle est donc bien irréductible. m

Pour voir les conséquences de la Proposition 6.5.1 sur le comportement en temps
grand de (6.16) nous avons besoin d’introduire le probléme adjoint de (6.18), de la
méme maniére que nous avons di introduire la matrice adjointe dans la Proposition
6.2.15 pour un modéle analogue en dimension finie. La définition formelle de I’adjoint
A* d’un opérateur A dans un espace de Hilbert V, muni du produit scalaire (u,v),
est

(Au,v) = (u, A*v) pour tout u,v € V.

Ici, on choisit V = L%(Q)? et on définit, pour des fonctions u = (uy,uz) suffisamment

réguliéres, 'opérateur A par

Au = —div (D1Vu1) +01’LL1 —U{Q’LLQ
—div (DQV’LLQ) + oug — o5 U1 '
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Un calcul simple, pour une fonction réguliére v = (v, v2), montre que
<A’LL, ’l)> = / (D1Vu1 . V”Ul + DQVUQ . V"UQ
Q

+o1uiv1 + ooUay — 0'{2’[1,21}1 — Uglulvz)dx

et donc que
A — —div (D1Vv1) + 01v1 — 05, V2
( —div (DQV’UQ) + o9V — 0{21}1 '

On définit donc le probléme adjoint de (6.18)
=] —div (D1 V7)) + 019 = 05,95 dans €,

s — div (DaVehs) 4 o9ty = olypi  dans Q,
Y1 =13 =0 sur 0f).

Remarquons que ce probléme adjoint ressemble & (6.18) a ceci prés que les roles et
places de 0§, et 0{2 ont été échangés. On peut, bien sir, appliquer la Proposition
6.5.1 a ce probléme adjoint qui admet, comme en dimension finie, la méme plus petite
valeur propre A que le probléme “direct” (6.18), avec un vecteur propre positif (¢75, ¥3).
On peut alors compléter la Proposition 6.5.1 par le résultat suivant.

Proposition 6.5.4 On suppose que la donnée initiale de (6.16) est positive, non
nulle. Une condition nécessaire pour que le probléme d’évolution (6.16) admelte une
limite non nulle quand t — 400 est que la plus petite valeur propre de (6.18) soit
A=0.

Si cette limite existe, alors elle est du type

lim (u(t), ua(t)) = ¢(P1,¢2)  avec c= /Q (ufyy +uys) de.

t——+o0

On voit que, comme en dimension finie, le profil spatial asymptotique est toujours
le premier et seul vecteur propre positif (¢1, ). Par ailleurs, le coefficient de propor-
tionnalité ¢ est le produit scalaire de la donnée initiale et du premier vecteur propre
adjoint (¢7,3), positif lui aussi. De ce fait, ce vecteur propre adjoint est aussi appelé
fonction d’importance par les neutroniciens. Nous reviendrons par la suite sur le
role de cette fonction d’importance.

En neutronique les physiciens et ingénieurs préférent une autre formulation du
probléme aux valeurs propres (6.18), appelée probléme critique que nous allons
maintenant décrire. Dans (6.18) la valeur propre A est introduite naturellement comme
un taux de décroissance exponentiel en temps. Dans le probléme critique on introduit
une autre valeur propre 1/k qui est un facteur de proportionnalité du taux de fission

1
—div (D1 V1) + o191 = Ea{;@ dans €,
— le (DQVT/JQ) —+ 0'277[12 = 0'517/)1 dans Q,
Y1 =12 =0 sur 0.

(6.19)
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On peut encore appliquer le Théoréme 6.2.14 de Krein-Rutman (qui généralise celui
de Perron-Frobenius) pour obtenir :

Proposition 6.5.5 Si Q est un ouvert borné régulier, il existe une plus petite valeur
propre réelle et simple 1/keg solution du probléme critique (6.19) telle que son vecteur
propre associé (11,19) est le seul a étre strictement positif dans Q et pour toute autre
valeur propre 1/k € C on a 1/keg < 1/|k|.

La valeur keg est appelée facteur multiplicatif effectif.

Remarquons que keg = 1 dans (6.19) si et seulement si la plus petite valeur propre
de (6.18) est A = 0 et que, dans ce cas, les vecteurs propres associés sont les mémes.
Sion a keg > 1, alors on aurait A = 0 pour le probléme (6.18) ot le taux de fission 0{2
serait divisé par keg. Autrement dit, il ne peut exister une limite finie du probléme
d’évolution (6.16) que si on diminue les fissions. Inversement, si keg < 1, il ne peut
exister une limite finie non nulle du probléme d’évolution (6.16) que si on augmente
les fissions.

Ces constatations nous aménent & I'interprétation suivante du facteur multiplicatif
effectif :

1. si keg = 1, le milieu est dit critique (les réactions de fission sont équilibrées
par la diffusion et 1’absorption),

2. si ke > 1, le milieu est dit sur-critique (les réactions de fission dominent la
diffusion et ’absorption),

3. si ket < 1, le milieu est dit sous-critique (les réactions de fission sont trop
faibles en comparaison de la diffusion et I’absorption).

Un des intéréts de la formulation (6.19) du probléme critique par rapport au
probléme aux valeurs propres (6.18) est que la connaissance du facteur multiplicatif
effectif kog permet de savoir de combien il faudrait modifier la section efficace de fission
pour que le milieu soit critique. Par exemple, dans un réacteur nucléaire on peut jouer
sur les barres de controle, les “poisons” consommables (bore dilué¢ dans 1’eau, carbure
de bore ou cadmium solide) qui absorbent préférentiellement les neutrons, pour régler
la réactivité et avoir en permanence kg = 1. Nous reviendrons plus loin sur cet aspect
de sensibilité du k.g aux sections efficaces.

Remarque 6.5.6 Bien sir, les mémes résultats s’appliquent au cas d’une seule équa-
tion de diffusion. Comme on l’a vu dans la Section 6.3, la théorie est beaucoup plus
simple dans ce cas particulier car l'opérateur correspondant est auto-adjoint et on
peut donc trouver une base hilbertienne de fonctions propres, ce qui n’est pas forcément
le cas pour le modéle a deux groupes (6.16).

6.5.2 Equation de transport

Les résultats de la Section 6.5.1 se transposent aux modéles de transport. Nous
écrivons directement le probléme critique pour I’équation de Boltzmann (6.1). Il s’agit
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de trouver 1/k € C et une fonction non nulle ¢(z,v) tels que

0 Voto@o— | oo )ble o) dv' =
=1
1
% Uf(%U 3 Ul)gb(w,v/) dv’ dans Q x {lv| = 1}, (6.20)
v’ |=1
(b(JU,'U) =0 sur Fi’
avec le bord entrant '™ = {x € 9Q | v - n, < 0}. Suivant la modélisation (1.10) nous

avons séparé dans (6.20) les collisions pures, représentées par la section efficace o€,
des créations de particules par fission, représentées par la section efficace of. Cest
seulement & cette derniére que s’applique le facteur de multiplication effectif.

Comme d’habitude nous supposons que l'absorption totale est positive ou nulle,
c’est-a-dire que

J(x)—/ of(z,v-v)dv' >0 Va,v.
lv']=1

Il est essentiel de supposer que la section efficace de fission est minorée par une
constante strictement positive

o(z,v-v") >0, of(z,v-v)>C>0 Va,v-, (6.21)

car 'opération de moyennisation angulaire est & la base d’une propriété de compacité
essentielle dans Papplication du Théoréme 6.2.14 de Krein-Rutman (voir le Chapitre
XXI de [22] pour plus de détails).

Proposition 6.5.7 Si 2 est un ouvert borné régulier, il existe une plus petite valeur
propre réelle et simple 1/kegr, appelée facteur multiplicatif effectif, solution du probléme
critique (6.20) telle que son vecteur propre associé ¢ est le seul & étre strictement
positif dans Qx{|v| = 1} et pour toute autre valeur propre 1/k € C on al/keg < 1/|k|.

Pour se convaincre du résultat de la Proposition 6.5.7 on peut démontrer son
analogue en dimension finie pour la matrice issue d’une discrétisation spatiale de
(6.20).

Lemme 6.5.8 Soit A la matrice de discrétisation de (6.20) par différences finies
en dimension N = 1 d’espace. Sous Uhypothese (6.21) il existe un réel o > 0 tel
que (A + aId) est une M-matrice irréductible (@ laquelle on peut donc appliquer le
Théoréeme 6.2.11).

Démonstration. Pour simplifier on suppose tous les coefficients constants dans (6.20)
et on choisit le schéma décentré amont (un argument similaire fonctionne pour le
schéma diamant). On note (1;)1<;<x les vitesses discrétes et on range les inconnues
discrétes d)é» en les regroupant par vitesse commune. Pour simplifier on suppose aussi
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des poids uniformes dans la régle de quadrature pour calculer les moyennes angulaires.
Cette matrice de discrétisation (pour 1/k = 1) a une forme par blocs

A11 —s1d —sId
—sId Ay —sld :
A= : : ‘ avec s = (0° + o/ /K,

. —s1d AK—l K—1 —s1Id
—s1Id —sld AKK

avec les blocs diagonaux, indicés par le numéro [ de la vitesse, du type, lorsque p; > 0,

o+q 0 0
—C o+ ¢ 0
Hi
Ay — . . . _ M
" . . . avec Cp A:I,"
—c; o0+ 0
0 —Cy o+ q

et, lorsque p; < 0, une expression transposée. Il s’agit bien d’'une M-matrice car
tous les coefficients extra-diagonaux sont négatifs ou nuls tandis que les coefficients
diagonaux sont positifs et la dominance diagonale est bien satisfaite, quitte & rajouter
ald. Comme (0¢+ o/) > 0 on peut construire une chaine d’arétes, a;; # 0, reliant
n’importe quels nceuds i et j du graphe de connectivité de A. Elle est donc bien
irréductible. m

6.6 Calcul critique

6.6.1 Problémes a sources légérement sous-critiques

Le but de cette section est d’expliquer en quoi la criticité est utile aussi pour
résoudre des problémes stationnaires a sources données. Nous avons déja vu a la Sec-
tion 3.4 une condition suffisante de solvabilité de I’équation de Boltzmann linéaire
stationnaire qui consiste & dire que la disparition de particules par absorption domine
I’apparition de particules par collision. Nous allons préciser cette condition d’existence
de solution en fonction de la valeur du facteur multiplicatif effectif kog. Comme les
résultats s’appliquent aussi bien au transport qu’a la diffusion, nous allons faire une
présentation unifiée en termes d’opérateurs. Pour ne pas alourdir ’exposé et rentrer
dans des considérations techniques (notamment sur la définition des espaces fonc-
tionnels dans lesquels sont définis ces opérateurs) nous allons supposer qu’il s’agit de
simples matrices, prolongeant ainsi I’analogie développée dans la Section 6.2.

On réécrit les problémes critiques (6.19), en diffusion, ou (6.20), en transport, sous
la forme

Ay = %F@/}, (6.22)
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ou I est 'opérateur de fission et A est 'opérateur de diffusion ou bien de Boltzmann
linéaire, qui tient compte des conditions aux limites. Nous faisons I’hypothése que
A est inversible, A~ et F positifs et que K = A~'F est strictement positif. En
particulier, le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius affirme que K admet une plus
grande valeur propre réelle et simple keg-

Soit une source ou second membre b. On cherche & résoudre le probléme station-
naire & source

Au=Fu+b. (6.23)

Proposition 6.6.1 Soit 1/keg la plus petite valeur propre de (6.22). Il existe une
unique solution de (6.23) si et seulement si k = 1 n’est pas valeur propre de (6.22)
(ce qui est le cas si le milieu est sous-critique).

Si le milieu est sous-critique, keg < 1, alors (6.23) vérifie le principe du maximum,
c’est-a-dire que b > 0 implique que u > 0.

Si le milieu est sur-critique, ke > 1, alors la solution de (6.23) n’a pas de sens
physique, au sens ou, si b > 0, la solution ne vérifie pas u > 0.

Remarque 6.6.2 La violation du principe du mazimum dans le cas sur-critique est
évidemment non physique, mais pas surprenante. En effet, si on avait considéré le
probléme d’évolution pour (6.23) la solution croitrait exponentiellement en temps et
ne pourrait converger vers une limite stationnaire.

Démonstration. On note K = A~1F. L’équation (6.23) est équivalente &
(Id — K)yu=A""b

et lalternative de Fredholm (voir le Théoréme 4.2.2 pour ce résultat dans un cadre
différent) dit qu’il en existe une solution unique si et seulement si 1 n’est pas valeur
propre de K.

Lorsque keg < 1, on sait grace au Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius que le
rayon spectral de K est strictement plus petit que 1. Par conséquent, (Id — K)~! est
égal a la série convergente

(Id-K)™'=> K"
p=0
Comme K est positif, on en déduit que b > 0 implique u > 0.
Supposons maintenant que kog > 1. Ecrivons alors le probléme critique adjoint

A*Z/}* _ LF*@/}* ’
keﬂ

ot ¥* > 0 est le premier vecteur propre positif. On multiplie ’équation (6.23) par *
pour obtenir

(u, A"Y%) = (u, F*9") + (b, ")

qui devient

(1) o) = o).

keﬁ
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Sib>0etb#0, comme ¥p* > 0, le membre de droite est strictement positif et,
puisque 1/keg < 1, on doit avoir (u, F*¢*) = (Fu,¥*) < 0 ce qui oblige Fu, donc u,
& avoir des composantes négatives. m

Remarque 6.6.3 Lorsque keg = 1 on peut résoudre (6.23) grace o alternative de
Fredholm. 1l existe alors une solution si le second membre vérifie (b,v*) = 0 et cette
solution est unique & l’addition d’un multiple de 1 prés. Mais si, pour des raisons
physiques, la source est positive b > 0 et non nulle b # 0, alors, comme ¥* > 0, on
ne peut satisfaire cette condition de compatibilité et (6.23) n’a pas de solution.

La criticité ne sert pas qu’a décider si on peut résoudre ou non un probléme
stationnaire. Elle peut aussi donner une formule asymptotique de la solution lorsque le
probléme est 1égérement sous-critique. Dans la proposition suivante on va supposer
que le milieu est critique mais qu’on peut agir sur les sections efficaces (par exemple
dans un réacteur nucléaire en insérant les barres de controle ou en injectant des poisons
consommables) de maniére & ce que 'opérateur de fission soit légérement diminué et
que le probléme devienne sous-critique.

Proposition 6.6.4 On suppose que le probleme (6.22) est critique, c’est-a-dire que
la premiére valeur propre est keg = 1. Soit € > 0 petit devant 1. On consideére le
probléme a sources, petites de ['ordre de e,

Auc=(1—¢€)Fu.+eb. (6.24)

Alors la solution vérifie

ue = (A1, 9") P + O(e) (6.25)

ot et * sont les premiers vecteurs propres direct et adjoint de (6.22) définis, lorsque
ke = 1, par
Ap =Fy, AW =F9Y",

et normalisés par (¥, y*) = 1.

Remarque 6.6.5 Dans la formule (6.25) on a remplacé linversion de (A—(1—¢)F),
qui est un opérateur presque singulier lorsque € tend vers 0, par celle de A qui, en
général, est un opérateur facile a inverser indépendamment de la valeur de €.

Démonstration. L’équation (6.24) est équivalente a
(Id— (1 —€)K)uc =ez avec K=A"'Fetz=A"b.

Par le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius on sait que le sous-espace propre associé
& ker = 1 est de dimension 1 engendré par 1, noté Vect(¢)). On remarque que tout
vecteur v € R™ peut s’écrire

v={(v, ") +7T avect=v— (v,V"),
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qui vérifie (7,v*) = 0. Autrement dit, Vect(¢)*)* est un sous-espace supplémentaire
de Vect(y)) dans R™, qui est stable par K. Comme toutes les valeurs propres k de la
matrice K, autres que keg, vérifient |k| < keg = 1, on en déduit que (Id — (1 — ¢)K)
est inversible sur Vect(¢)*)* et que la norme de Iinverse est bornée indépendamment
de €. On écrit alors

2= (2, "+ 3 et uc= (u,, ")+ i, avec z, i, € Vect(yp*)?t,
et un simple calcul montre que

(e, 6°) = (2, 0%) ot [ < [[(1a = (1= /K)oy | 3] < Cel2]

ce qui implique (6.25). =

6.6.2 Analyse de sensibilité

Dans cette section nous allons étudier la variation de la criticité d’un milieu en
fonction des variations des coefficients ou sections efficaces de ce milieu. Ces derniéres
varient, par exemple dans un réacteur nucléaire, a cause de 'insertion plus ou moins
grande des barres de controle ou bien de la déplétion (l'usure) du combustible nu-
cléaire avec le temps. Ici encore nous adoptons un formalisme d’opérateurs que, pour
simplifier, nous supposons étre de simples matrices.

Rappelons que le probléme critique et son adjoint sont

1 1
Ap = —Fp, A" = —F*y" (6.26)
k‘eff keff
ot l'on suppose qu’on a normalisé ¢ par ||¢| = 1, tandis que 9* est normalisé par

(,¢*) = 1. On rappelle le résultat classique suivant (voir par exemple le chapitre 9
de [39]).

Lemme 6.6.6 Si une valeur propre d’une matrice est simple alors elle et son vecteur
propre, convenablement normalisé, sont (localement) continuement dérivables comme
fonctions de cette matrice.

Remarque 6.6.7 L’hypothése de simplicité de la valeur propre est essentielle dans le
Lemme 6.6.6. D’une part, elle permet d’éviter les problémes de croisement de valeurs
propres et donc d’ambiguité dans la classification des valeurs propres. Par exemple,
st on consideére la matrice 2 X 2
+a 0
=% )

qui admet £a comme valeur propre, on peut, suivant l'usage appeler \1 la plus petite
valeur propre et Ao la plus grande, mais alors ces fonctions ne sont pas dérivables en
a =0 car A\ (a) = —l|a| et A2(a) = |a|. D’autre part, et de maniére plus fondamentale,
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on ne peut pas toujours trouver des vecteurs propres dérivables, ni méme continus,
pour une valeur propre double, comme le montre 'exemple A = PDP~! avec

_ e~1/a’ 0 _ ([ cos(l/a) —sin(1l/a)
D_< 0 _e—1/a? ) ¢t P_< sin(1/a)  cos(1/a) )

qui est une matrice de classe C*° par rapport a a, qui admet une valeur propre double
en a =0 et aucun choix de vecteurs propres continus en a = 0.

Proposition 6.6.8 La variation du facteur multiplicatif effectif sous effet de varia-
tions 0 A et OF des opérateurs de transport/diffusion et fission est

((—6A + é(SF) b, %)
(F'p, %) '

Remarque 6.6.9 Encore une fois la formule (6.27) justifie le nom de fonction d’im-
portance donnée & la fonction propre adjointe v*. Puisque v et ¥*, comme F', sont
positifs, on en déduit, fort logiquement, qu’une augmentation des fissions, 0F > 0,
contribue a une augmentation de la criticité, tandis qu’une augmentation de l’absorp-
tion, A > 0, engendre une diminution de la criticité.

Sk = kg (6.27)

Démonstration. On dérive la premiére égalité de (6.26) pour obtenir

(A— ! F) Sp = (—6A+ Lsp_ OF F) ». (6.28)

ke ket - kejff

On ne peut résoudre (6.28) que si le second membre est orthogonal a ¢*. On multiplie
alors par *

((A— ! F) S %) = (60, (A* M F> D) =0
k‘eff keff
| ok )
- <(5A + 0 = r;EFEF> 0,0

d’ott 'on déduit la formule (6.27). Remarquons au passage que la solution v de
(6.28) est définie, a priori, a addition d’un multiple de ¢ prés. Or, comme on a
la normalisation |[¢|| = 1, par différentiation on en déduit (,dy) = 0, ce qui fixe
I'indétermination pour §7). m

Le facteur multiplicatif effectif n’est pas la seule quantité dont on souhaite calculer
la sensibilité aux variations des sections efficaces. Par exemple, des quantités impor-
tantes en physique des réacteurs nucléaires sont les taux de réactions, (o, 1)), ot o est
une section efficace de fission ou d’absorption pour un groupe d’énergie précis. Plus
généralement, nous allons donner la variation d’une fonction réguliére j(1i)) a valeurs
réelles.
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Proposition 6.6.10 On définit le fluz adjoint ou fonction d’importance associée a j
par

(4= ) o= - ). (6:29)
eff

ot j' est la dérivée de j. La variation de j(v) sous Ueffet de variations §A et §F des

opérateurs de transport/diffusion et fission est

5j = <<—6A + k; 5F) ) (p - Ww) > . (6.30)

(Fy, %)
Démonstration. Commengons par montrer que le le probléme adjoint (6.29) est bien
posé. Par lalternative de Fredholm (voir le Théoréme 4.2.2 pour ce résultat dans un
cadre différent) il existe une solution p, unique a 'addition d’un multiple de ©* prés,
si le second membre est orthogonal & 1 ce qui est le cas par construction (rappelons
la normalisation [|1)[|? = (¢, ) = 1).
En dérivant j(¢) on obtient

dj = (§'(¥), 0¢),

ot 67 est solution de (6.28). La résolution de I’équation (6.28) est trés cotiteuse car
pour chaque composante des variations §A et F il faut la résoudre. Remarquons
d’ailleurs que nous n’avions pas besoin de 41 dans le résultat final de la Proposition
6.6.8. C’est donc pour éliminer 47 que nous introduisons I’adjoint p solution de (6.29).
En effet, en multipliant (6.28) par p on obtient

1 ok
OF — —
ket kgﬁ‘

((A kl F> 50, p) = <<5A+

eff

F) v, p),

tandis qu’en multipliant (6.29) par d¢ on a

(4= G F) 60 = G 060) = '), 0D 0,60) = ()00,
eff

car (1, 0v¢) = 0 puisque [[¢|| = 1. On remarque que les membres de gauche des deux
derniéres égalités sont identiques, d’ou ’on déduit que

1 ok
OF — —
keff k'gﬂr

') 0u) = (<04 + F) v,

A cause de la formule (6.27) pour dk on obtient exactement la formule (6.30). Remar-
quons que cette formule est invariante par addition & p d’un multiple de ¥*, ce qui
est consistant avec la classe d’unicité de p. m
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6.6.3 Calcul numérique de la criticité

Pour résoudre un probléme de criticité, c’est-a-dire trouver la plus petite valeur
propre du probléme spectral (6.19) (en diffusion) ou (6.20) (en transport), la méthode
numérique la plus populaire, et la plus simple, est la méthode de la puissance. Cette
méthode permet de calculer la plus grande ou la plus petite valeur propre d’une ma-
trice, ainsi qu’un vecteur propre associé. Pour une matrice quelconque, ou au contraire
pour une matrice symétrique, la méthode de la puissance n’est pas la plus efficace qui
soit. Mais elle est est bien adaptée aux M-matrices irréductibles (pour lesquelles le
Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius s’applique) et justement les matrices de discré-
tisation de (6.19) et (6.20) en sont.

C’est cette méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur propre
d’une matrice K, réelle de taille n X n, que nous décrivons maintenant. Nous faisons
I’hypothése que K est strictement positive et donc qu’on peut lui appliquer le Théo-
réme de Perron-Frobenius. En notant (A1, , A,) les valeurs propres de K, il existe
une valeur propre dominante simple

An > |Ni|  pour tout 1 <i<n-—1,

et son vecteur propre associé e,, peut étre choisi strictement positif.
La méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur propre A\, est
définie par l’algorithme ci-dessous.

1. Initialisation : zg € R™ tel que zg > 0.
2. Itérations : pour k > 1
Loy = Koo

2. xp = yr/ max(yx) ot max(y) désigne la plus grande composante en module
du vecteur y,

3. test de convergence : si ||z — xx—1|| < €, on arréte.
Dans le test de convergence ¢ est un petit nombre réel, typiquement égal a 1076,

Si 0, = xp — xp_1 est petit, alors x est un vecteur propre approché de K de valeur
propre approchée max(yx) car Kxy — max(yg)zr = Kog.

Proposition 6.6.11 On suppose que la matrice K est strictement positive. Alors la
méthode de la puissance converge, c’est-a-dire que

kEI-&I-loo max(yx) = An, kEI—iI-loo T = ep/ max(ey,).

De plus, la vitesse de convergence est proportionnelle au rapport |Ap—1|/An.

Démonstration. Supposons pour simplifier que K soit diagonalisable avec des
vecteurs propres (ej,- - ,e,) correspondant aux valeurs propres (Ai,---,A,). Soit
zo = Y., Bie; le vecteur initial. Comme x¢ > 0 et que le vecteur propre adjoint e,
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de K™ est aussi strictement positif en vertu du Théoréme de Perron-Frobenius, on a
Bn = o - €, > 0. Une récurrence facile montre que

k
n—1 & \; ]
2y = Kreo 3 BiA)fe ent2im1 5, (A) Ci
max(K*zg)  max (37 Bi(Ni)ke:) mas (e +Zn—1 Bs ()\i)ke,>
n =1 By, \ An ¢

Comme |\;| < A\, on en déduit que xy, converge vers e,/ max(e,). De méme, puisque
yr = Ky converge vers \,e,/ max(e,), on en déduit que max(yx) converge vers \,.

Si K n’est pas diagonalisable, alors il faut utiliser la base (eq,- - ,e,) de sa forme
de Jordan. Pour fixer les idées et simplifier les notations, supposons que tous les
vecteurs e; sont en fait des vecteurs propres sauf e, o qui appartient au sous-espace
spectral de la valeur propre \,_1 = \,,_o sans étre vecteur propre. Autrement dit, on
a

Ke, o=MA—16p_2+e,_1 et Ke; = \e; pour i # (n—2).

Dans ce cas, la formule ci-dessus pour xj doit étre modifiée comme suit

k
ﬁnen (ﬁn 1+kﬂn 2/)\77, 1)( ;nl) En— 1+Zz 1 z( ) €;
% .
max (/Bnen+(ﬁnl+k6n2/>\nl) ()\KZI) €n— 1+Zz 1 z( l) ei)

T =

On a toujours les mémes convergences de x, et max(yy) puisque k(A,_1/An)* tend
toujours vers zéro lorsque k tend vers 400, méme si la convergence est un peu plus
lente. m

En pratique, les matrices issues de la discrétisation d’un probléme critique sont les
inverses de matrices strictement positives, et on cherche plutét leur plus petite valeur
propre. Décrivons l'algorithme de la puissance “inverse” dans ce cas. On suppose que
A est une M-matrice irréductible. On peut donc lui appliquer le Théoréme 6.2.11 qui
affirme que A admet une plus petite valeur propre réelle simple \; telle que

A1 < |A\|  pour tout 2 < i <mn,

et son vecteur propre associé peut étre choisi strictement positif. L’algorithme s’écrit
alors.

1. Initialisation : g € R"™ tel que xzg > 0.
2. Itérations : pour k > 1
1. résoudre Ay = xp_1
2. xp = yr/ max(yx)
3. test de convergence : si ||z — xx—1|| < €, on arréte.

Si 0k = & — xp_1 est petit, alors xp_; est un vecteur propre approché de valeur
2 LTrk—1 —
propre approchée 1/ max(yx) car Axg_1 — = —Aby.

max(yr)
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Proposition 6.6.12 On suppose que A est une M -matrice irréductible. Alors la mé-
thode de la puissance inverse converge, c’est-a-dire que

lim ———— =\ li = .
k—r-to0 max(yg) al, el e1/ max(e)

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport A1 /|Aa|.

La démonstration est similaire a celle de la Proposition 6.6.11 et nous la laissons
au lecteur en guise d’exercice.

6.7 Exercices

Exercice 6.9 (Une autre preuve du théoréme de Perron) (difficile)

Le théoréme de Perron (1907) s’énonce : "Une matrice & coefficients strictement

positifs admet un vecteur propre & coefficients strictement positifs, et la valeur propre

associée est le rayon spectral." Ce qui suit est une partie de la preuve de Wielandt.
Soit A une matrice n X n a coefficients dans R.. Soit

fi(RO" - RY, fa) = max A0

1<i<n

1. Montrer que f admet un point de minimum u dans (R )™.
2. Montrer que u est vecteur propre de A.

3. On rappelle (cf. Proposition 13.1.7 dans [2]) que pour toute matrice M

p(M) < [[M]loc = max 3 [
T 1<i<n

Montrer que le minimum de f est le rayon spectral p(A) de A.
4. En quoi le théoréeme 6.2.9 est-il plus puissant ?

Indications : pour la question 2, on peut procéder par l'absurde, et supposer qu’il

(ATT)Z' < @49 On montrera alors qu’on peut diminuer f(u) en

Wi

existe ¢ < j tels que
J

modifiant légérement u. Pour la question 3, on considérera la matrice diagonale D de

coefficients diagonaux ui, ..., u,, et on calculera ||[D~1AD||.

Exercice 6.10 (Application au calcul critique en neutronique) Soit un mo-
dele de réacteur & deuz groupes de neutrons : les rapides (groupe 1, v ~ 107 cm s71)
et les lents (groupe 2, v ~ 10° cm s71). On sait que les lents fissionnent préférentiel-
lement. Le modéle “a I’équilibre” s’écrit

{ —V - (diV¢1) + 0191 = v (05101 + 0p2h2)
=V - (d2V2) + 0a202 = 011
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On a les encadrements
Oal 2 0f1+0p, Og2 > 0f2, Of2>0f1.

Le nombre de neutrons créés lors d’une fission est v > 1.

1. Il est courant de considérer une succession d’états "d’équilibre” sous la forme
d’une suite

v dlv¢§P+l) + Cu1 (110+1) — v (Uf1¢gp) + 0f2¢gp)) ,
-V szqf)éerl) + G’a2¢ép+1) = Ur¢§p+1)-

On parle des neutrons de la génération p, p+ 1,... A partir d’un certain rang,
on admet que
ot A, A >0,

Justifier le probléeme auz valeurs propres

{ —V - (d1V¢1) + 0a1¢1 = 3V (0101 + Tp26h2)
=V - (daV2) + 022 = 0r 1.

Pour A\ =1 le systéme est critique (X > 1 sur-critique, A < 1 sous-critique).

2. On munit le domaine d’étude de conditions au bord de Dirichlet ou de Neu-
mann. Soient G1 et G les inverses formels des opérateurs a gauche des signes
"=""c’est-a-dire

Gilo= -V - (d1V)+0ud, Gy'o=-V-(daVe)+ 0u20.

Montrer que
G1 (1/0']01] + I/O—fQGQO—r) ¢1 = )\¢1

On pose sy = v (0p1¢1 + 0f202) le nombre de neutrons qui fissionent par unité.
Montrer que
(VOfl.[ + VJfQGQJT) Glsf = )\Sf

3. On wutilise une discrétisation de type différences finies sur grille réguliére pour
les différents opérateurs en présence.
Montrer que les hypothéses du théoréme de Perron sont vérifies. En déduire
lexistence d’une solution discréte au probléme de valeur propre-vecteur propre
précédent.

Indication : pour la question 1 on montrera que la méme relation existe pour les itérées
de (]52.

Exercice 6.11 (Application au page ranking sur internet) On se basera dans
cet exercice sur un exemple tiré de ’article Spectral analysis of Internet topologies

[25].
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1. La méthode du page-ranking peut se concevoir dans la version simplifiée sui-
vante. Chaque page est repérée par un indice j entre 1 et n. La matrice d’ad-
jacence A = (a;;) des n pages considérées est telle que

ai; = 1 ssi la page i pointe vers la page j,

a;; = 0 dans le cas contraire. Par convention, a;; = 0. On pose
dout(l) = E aij.
J

Soit 0 < o < 1 une "probabilité" de transition. La matrice de toutes les tran-
sitions possibles est P définie par

«
st a;j; # 0,

St Qi = 0.

Cette matrice représente une marche au hasard dans la graphe de A, avec une
probabilité « d’aller vers une autre page choisie au hasard dans la liste des
pages "adjacentes”. A priori o est proche de 1.

Montrer que les hypothéses du théoréeme de Perron sont satisfaites par P.

2. Montrer que la valeur propre mazimale de P est A =1 (cette matrice est dite
stochastique). Le vecteur propre & gauche donne le page-rank.

Remarque : cet algorithme, qui accorde & une page une importance d’autant plus
grande que son coefficient dans le page rank (vecteur propre a gauche pour la valeur
propre 1) est grand, est la base de fonctionnement du moteur de recherche Google.

Exercice 6.12 (Application a ’analyse spectrale de graphes) Voici un autre
exemple tiré de 'article Spectral analysis of Internet topologies [25].

1. Soit un graphe construit a partir d’un maillage. Ce maillage est de type élé-
ments finis par exemple. On veut le partionner de fagon équilibrée (équilibrage
de taches pour les calculs paralléles). Le maillage peut aussi représenter la toile
Internet, et on désire analyser le trafic sur la toile. On note

a;; =1 si une aréte existe entre les neeuds i et j,

et a;; = 0 sinon. Par convention, on pose a;; = 0. Noter que la matrice A =
(aij) est symétrigue A = A*.

e

Soit D la matrice diagonale dont le i®™° coefficient est égal & la somme des

coefficients de A sur la ligne i :

di: E aij: E aji.
J J
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soit
M =D—A+el = (M), &>0.

Cette matrice est appelée Laplacien du graphe pour € = 0, qui est le cas vrai-
ment intéressant.

2. On prend € > 0. Montrer que la plus petite valeur propre de M¢ peut se déter-
miner par Uapplication du théoréeme de Perron a (M®)~

3. On prend ¢ = 0. Montrer que la plus petite valeur propre de MO est nulle,
A1 = 0. La suivante Ay > 0 est appelée connectivité algébrique.
Montrer que Ay > 0 dés qu’un chemin permet de passer de tout indice i & tout
indice j.
Le vecteur propre correspondant x2 est appelé vecteur de Fiedler. Montrer que

Zx? =0.
J

Montrer également qu’aucune composante de x> ne peut étre nulle. La méthode
standard consiste alors a séparer les indices en deut groupes

t={j, 23>0} I ={j, 2} <0}

4. Soit la matrice du Laplacien en dimension 1 d’espace. Montrer que It et I~
sont connezxes.
L’application successive de cette méthode prend le nom de : méthode de bis-
section spectrale récursive.

Indication : pour la question 3, pour montrer qu’aucune composante de z2 ne peut
étre nulle, on peut raisonner par ’absurde, et prouver que, si a:?ﬂ = 0 pour un indice
19, alors le sommet iy du graphe est isolé.

Exercice 6.13 Soit le modéle structuré en dge pour une population de cellules

on on
n(t,z =0) fo n(t,y)dy,

<t—0m>—no<>

Le coefficient de natalité B vérifie

0<B(y) <C, 1</ B(y)dy < 0.
0

1. On cherche des solutions particuliéres du type n(t,z) = e N(x), ignorant la
condition initiale. Ecrire le probleme spectral (direct) dont est solution le couple
(A, N). Montrer qu’il posséde une unique solution A >0, N > 0.
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2. Ecrire le probléme spectral adjoint (de solution ¢). Montrer qu’il posséde une
unique solution ¢ > 0. Calculer ¢ pour B(x) = 1.2 X 1,1y, et pour B(x) =
3 X 1ios<z<1}-

3. Comment s’appelle ¢ dans un calcul de neutronique ?

4. Ecrire formellement ce que vaut n(t,-) pour t grand. La preuwve compléte se
trouve dans Transport Equations in Biology [48/, page 64.

Exercice 6.14 Nous reprenons l’exercice 6.13 avec des hypothéses différentes. Soit
le modéle structuré en taille dans lequel les cellules de taille x se décomposent en deux
cellules de taille 5

Z—?(t,x) - g‘Z(t,x) + B(z)n(t,xz) = 4B(2x)n(t,2z), t>0, x>0,
n(t,x =0) =0,

n(t =0,z) =no(x).

Il n’y a pas de création de cellules de taille x = 0.
1. Vérifier que le nombre total de cellules

/000 n(t, z)dz
/OOO an(t,x)dx

2. Ecrire les équations pour les problémes critiques direct et adjoint, dont les
solutions sont notées (A, N, @).
Ecrire formellement la solution asymptotique en temps du probléme de départ.
Ezxpliquer pourquoi la valeur propre A est aussi appelée paramétre de Malthus.

et la taille totale

sont croissants.

3. On étudie le cas B(x) = b constant dans lequel les calculs sont explicites.
Montrer que les solutions sont A =b, ¢(x) =1 et

oo
N(z) =N Z(—l)”anefznﬂbm
n=0

avec ag = 1 et oy = %an,l.
4. Montrer que N(x) > 0 pour 2bxz > 1.
5. A partir de l’égalité
O|N
% + 2b|N(z)| = 4bN (2z)sgn(N (x)),

montrer que

/000 |N(z)|dx = /OOO N(z)sgn (N (g)) dzx.

En déduire que N(x) > 0 pour tout x > 0.
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Indications : pour la premiére question, il suffit d’intégrer I’équation en espace contre
la fonction constante égale & 1 d’une part, et contre la fonction = d’autre part. On
obtient alors, en supposant que n(t,x) et xn(t, x) tendent vers 0 en +o0,

% (/Ooo n(t, :z:)dx) = 2/000 B(z)n(t,z)dz > 0,

a (/OOO xn(t,x)dm) — /OOO n(t,z)de > 0.

Dans la derniére question, on utilise la convention que sgn(a) = 1 si a > 0, —1 si
a < 0et0sia=0.On montre alors facilement qu’on peut majorer le membre de
droite de I’égalité comme suit :

/000 N(z)sgn (N (g)) dx < /000 |N(z)|dz,

avec égalité uniquement si sgn(N(z)) = sgn(N(x/2)). Cette derniére égalité implique
que N ne peut pas changer de signe.

Exercice 6.15 (Un probléme avec source) Soit le probléme & deux groupes de
neutrons dans un domaine borné )

{ =V - (d1V¢1) + 0a1¢1 = voyada + s(x),
=V - (d2V2) + 0a202 = 01

On consideére des conditions de Dirichlet homogénes sur le bord du domaine 9S). Les
coefficients 041,02, 042, 0, sont constants et strictement positifs. Le nombre de neu-
trons rapides ¢1 créés lors d’une fission est v > 0. La source est positive ou nulle
s(x) > 0.

1. On prend gzbgo) = éo) = 0. Montrer que la suite définie par

-V (d1V¢>§p+l)) + aa1¢§p+1) = I/Ufqugp) + s(z),
i v (d2v¢gp+1)) + Ua2¢;p+1) _ O,Mbgp)

est positive.

2. Montrer que la convergence géométrique de la suite vers une limite est possible,

a condition que v soit suffisamment petit. Quels sont les liens avec le calcul
critique ?

Indications : pour la deuxiéme question on poura étudier les relations de récurrence

sur les differences o = "™ — 3P et P = ¢{PT) _ ) Montrer que 'on obtient

020y
0410a2

(p)

+2
P 200y < v 1P 1122 @)

et conclure.
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Exercice 6.16 (Analyse de sensibilité) On suppose que le réacteur (décrit a
Dezxercice 6.15) est légérement sous-critique. Au cours du fonctionnement normal,
les parameétres vont changer légérement (les sources s’épuisent, les matériauz s’usent,
...). Il faut alors recaler le réacteur.

1. On note (04,,v) — X la fonction égale au facteur effectif. Montrer que

ox A
o v’
Ezxpliquer pourquoi cette relation est triviale et sans intérét.

2. Montrer que
o\

< 0.
004,

Interpréter physiquement.

3. Quelle action faut-il tenter de faire si \ est plus petit au bout d'un an en
fonctionnement normal ?
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Chapitre 7
Homogénéisation

L’homogénéisation est la théorie qui étudie les méthodes de moyennisation dans
les équations aux dérivées partielles. En d’autres termes, I’homogénéisation permet
de trouver un modéle homogénéisé, ou macroscopique, ou moyenné, qui est une bonne
approximation d’un probléme originalement posé dans un milieu trés hétérogéne. L’in-
térét de ce modeéle homogénéisé est qu’il est plus facile & résoudre numériquement car
posé dans un milieu homogéne équivalent. Pour une présentation plus compléte nous
renvoyons & [3], [8], [34], [56].

Nous verrons aussi que I’homogénéisation permet encore de faire le lien entre
modéles de transport et modéles de diffusion. En particulier, ’homogénéisation
est & la base d’une approche numérique classique en neutronique ou physique des
réacteurs nucléaires. En effet, le calcul de la distribution des neutrons dans un réacteur
nucléaire, qui est un milieu trés hétérogéne (pour les réacteurs a eau pressurisée, les
plus courants, de 'ordre de quelques centaines d’assemblages ou quelques dizaines de
milliers de crayons de combustible entourés d’eau), nécessite de résoudre une équation
de transport avec un maillage trés fin, ce qui est trés cotiteux, voire impossible. Aussi,
pour calculer économiquement une solution approchée, il est d’usage de faire un calcul
local de transport pour chaque assemblage couplé avec un calcul global de diffusion
pour l'ensemble du cceur du réacteur. L’homogénéisation permet de justifier cette
approche [23], [49].

Dans ce chapitre nous nous contenterons d’exposer la théorie de I’homogénéisation
pour des structures périodiques. Celles-ci sont trés nombreuses dans la nature ou dans
les applications industrielles et on dispose d’une méthode trés simple et trés puissante
pour les homogénéiser : la méthode des développements asymptotiques & deux échelles
que nous présentons ci-dessous. Néanmoins ’homogénéisation n’est pas réduite au cas
périodique : il existe aussi des théories plus générales dont nous ne dirons rien ici par
souci de simplicité.

Dans une structure périodique, nous notons € le rapport de la période sur la
taille caractéristique de la structure. En général, ce paramétre positif € est petit, et
I’homogénéisation consiste a effectuer une analyse asymptotique lorsque € tend vers

283
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zéro. La limite ainsi obtenue sera dite homogénéisée, macroscopique, ou effective. Dans
le probléme homogénéisé la forte hétérogénéité de la structure périodique d’origine
est moyennée et remplacée par I'utilisation de coefficients effectifs.

7.1 Homogénéisation d’une équation de diffusion

7.1.1 Modéle de diffusion en milieu périodique

0|0|0|0]O]O]y
ololo]o]o]ololo]o
[lo]o|o]olo]o]olo]o]y
\\olo]o[o]o]o|olo]o]ao)
olo|o]olololo]o]0]
\olo|o]olo]o]o]o|d
plo|olololo]ololg
plojolo]olololo]]
olololololo|o]o]f

plolololololololo

70O Oy
Ml [ nlael—

olololo]ololololo]o]
Vv|o|ololo]o]o]o|o]o]

olo|olololololo]d
ololololo]o]olo

\0|0]|0]|0|0|0|0

Q

FIGURE 7.1 — Milieu hétérogéne périodique

On considére un modeéle de diffusion stationnaire dans un milieu périodique. On
note © (un ouvert borné de R" avec N > 1) le domaine périodique de période €, avec
0<e<1,etY =(0,1)" la cellule unité de périodicité. Le tenseur de diffusion dans
Q n’est pas constant mais varie périodiquement avec la période € dans chacune des
directions de l’espace. Pour mettre en valeur cette périodicité de taille €, on écrit ce
tenseur sous la forme

T
o(%)
€

ot D(y) est un tenseur (une matrice), défini pour y € Y, qui vérifie la propriété de
Y -périodicité

D(y +e;) = D(y) Vi € {1,..., N}, avec (e;)1<i<n la base canonique de RY, (7.1)

c’est-a-dire que D(y) est périodique de période 1 dans tous les directions principales
(ei)1<i<n de lespace. Ceci assure que x — D (f) est périodique de période € pour
tout € > 0. En toute généralité, D(y) est une matrice symétrique non nécessairement
isotrope. On suppose néanmoins que D est coercive et bornée, c’est-a-dire qu’il existe
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deux constantes 3 > a > 0 telles que, pour n’importe quel vecteur £ € RY et en tout
point y €Y,

N
alé? < Y Dy < BIES

,j=1

En toute généralité le tenseur D(y) peut étre discontinu en y pour modéliser les
discontinuités des propriétés matérielles quand on passe d’une phase (ou matériau) a
une autre.

Si l'on note f(x) le terme source et si 'on impose des conditions aux limites de
Dirichlet (par souci de simplicité), le probléme modéle est

ue =0 sur 052, (7.2)

{ —div (D (%) Vue) =f dans Q
dont on sait qu’il admet une unique solution u. € H}(Q) si f € L*(Q). En pratique,
le domaine 2 avec son tenseur de diffusion D (%) est trés hétérogéne a une petite
échelle de 'ordre de €. La connaissance des détails de la solution a cette si petite
échelle n’est pas nécessaire pour une analyse globale du domaine : en général on se
contente de déterminer son comportement moyen sous l'effet de la source f. D’un point
de vue numérique, résoudre I’équation (7.2) par n’'importe quelle méthode raisonnable
nécessite un temps et une mémoire machine considérables si € est petit, puisque le pas
du maillage doit étre au moins plus petit que €, ce qui conduit & un nombre de degrés
de liberté (ou de mailles) pour un niveau donné de précision au moins de l'ordre de
1/eN. 11 est donc préférable de moyenner ou homogénéiser les propriétés matérielles
de 2 et de calculer une approximation de u. sur un maillage grossier. Ce procédé de
moyennisation de la solution de (7.2), et de détermination des propriétés effectives de
Q est précisément ce que 'on appelle I’homogénéisation.

Afin de trouver le comportement homogénéisé de 2, on utilise une méthode de
développements asymptotiques a4 deux échelles. Comme dans la Section 4.2
sur I'approximation du transport par la diffusion, I’idée de base est d’utiliser une
série formelle, c’est-a-dire de postuler que la solution u. de (7.2) s’écrit, lorsque la
période € tend vers 0, comme une série en puissances de €

—+o0

Ue = g €' u;.

=0

Le premier terme ug de cette série sera identifié & la solution de I’équation, dite
homogénéisée, dont le tenseur de diffusion D* décrira les propriétés macroscopiques
d’un milieu homogéne équivalent. L’intérét de cette approche est que les simulations
numériques sur le modéle homogénéisé ne nécessitent qu’un maillage grossier puisque
les hétérogénéités de taille € ont été moyennées. Par ailleurs, cette méthode donnera
une formule explicite pour calculer ce tenseur homogénéisé D* qui, en général, n’est
pas une moyenne usuelle de D(y).
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7.1.2 Développements asymptotiques a deux échelles

La méthode des développements asymptotiques a deux échelles est une méthode
formelle d’homogénéisation qui permet de traiter un trés grand nombre de problémes
posés dans des milieux périodiques. Comme nous 'avons déja dit, 'hypothése de
départ est de supposer que la solution u, de ’équation (7.2) est donnée par un déve-
loppement en série de €, dit “a4 deux échelles”, du type

“+oo

ue(x) = Zeiui (x, %) , (7.3)

=0

ot chaque terme u;(x, %) est une fonction de deux variables z € Q et y € Y = (0,1)V
qui est périodique en y de période Y. La variable x est dite lente ou macrosco-
pique, tandis que y est dite rapide ou microscopique. Cette série est injectée dans
I’équation, et la régle de dérivation composée suivante est utilisée

T T
\Y% (ul (:c, 7)) = (eflvyui + Vzu,;) (9:, 7) ,
€ €
ou V, et V, désignent les dérivées partielles par rapport a la variable rapide y et a

la variable lente x. Par exemple, on a

—+o0

Vaue(r) = e 'V ug (x, %) + Zei (Vytiz1 + Vau,) (9:, %) .

i=0

L’équation (7.2) devient une série en e

2(d1vy (DV, uo)) (x, %)

—e ! (divy(D(uno +Vyu)) + divw(DVyuo)) (:C, %)
fz (dwm (Vaui + Vyuit))

+divy (D(Vauir1 + Vytirs)) ) (x %) = f(a).

En identifiant chaque puissance de e dans la série ci-dessus comme une équation
individuelle, on obtient une “cascade” d’équations (sur le principe qu’une série entiére
de € est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls). En fait, seuls les trois
premiers termes de cette série (en €2, 6*1, et 60) suffisent pour notre propos. Pour

résoudre ces équations nous aurons besoin du résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 7.1.1 Soit H#(Y) lespace de Sobolev des fonctions périodiques de période
Y. Soit g € L*(Y). Le probléeme auz limites

{ —divy (D(y)Vyv(y)) =g(y) dans Y

y — v(y) Y -périodique
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admet une unique solution v € H# (Y)/R (& une constante additive pres) si et seule-
ment si

/Yg(y) dy = 0. (7.4)

Démonstration. Vérifions que (7.4) (appelée alternative de Fredholm, voir le Théo-
réme 4.2.2) est une condition nécessaire d’existence d’une solution. On intégre le
membre de gauche de I’équation sur Y

/ divy (D(y)Vyv(y))dy = D(y)V,v(y) -nds =0

Y Yy

a cause des conditions aux limites de périodicité. En effet, la fonction D(y)Vo(y),
étant périodique, prend des valeurs égales sur des cotés opposés de Y, tandis que
la normale n change de signe. Par conséquent, le membre de droite de I’équation a
nécessairement une moyenne nulle sur Y : c’est (7.4). Nous laissons au lecteur le soin
d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram dans H%E(Y)/R pour montrer que (7.4) est
aussi suffisant. m

Remarque 7.1.2 L’espace de Sobolev H;#(Y) est défini comme ’ensemble des fonc-
tion définies sur RN tout entier, Y -périodiques au sens de (7.1) et qui appartiennent
a HY(Q) pour tout ouvert borné Q de RN. C’est un espace de Hilbert muni du produit
scalaire usuel de H'(Y'). Nous renvoyons a la Remarque 2.2.9 pour plus de détails sur
les problémes aux limites périodiques. L’espace H;&(Y)/R est lensemble des (classes
de) fonctions de Hy,(Y') définies a Uaddition d’une constante pres.

2 est

~div, (D)V,u0(w.)) =0,

qui s’interpréte comme une équation dans la cellule unité Y avec des conditions aux
limites de périodicité. Dans cette équation y est la variable et x n’est qu’un parameétre.
En vertu du Lemme 7.1.1 il existe une unique solution de cette équation, & une
constante additive prés. On en déduit donc que wug est une fonction constante par
rapport & y mais qui peut néanmoins dépendre de x, c’est-a-dire qu’il existe une
fonction u(x), qui dépend seulement de z, telle que

L’équation en ¢~

uo(z,y) = u().
Comme Vyug = 0, ’équation en ¢! devient
~ div, (D(y) ¥y (@:9)) = div, (D(y)Vou(w) ), (7.5)

qui est une équation pour I'inconnue u; dans la cellule de périodicité Y. Si on moyenne
le membre de droite dans (7.5) on obtient

/Y div, (D(y)Vzu(x))dy = [ DW)V.u(z)-ndS(y) =0

oY
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car D(y), étant périodique, prend des valeurs égales sur des faces opposées du cube
Y alors que la normale n change de signe sur des faces opposées. On peut donc
appliquer le Lemme 7.1.1 qui affirme que I’équation (7.5) admet une unique solution,
a une constante additive prés, ce qui nous permet de calculer u;(x,y) en fonction du
gradient V,u(z). On note (e;)1<;<n la base canonique de RY. Pour chaque vecteur
ei, on appelle probléme de cellule I’équation suivante avec condition aux limites de
périodicité

{ —divy (D(y) (e; + Vywz(y))) =0 dansY (7.6)
y — wi(y) Y -périodique.

En vertu du Lemme 7.1.1, (7.6) admet une unique solution w; (& une constante ad-
ditive preés) que l'on interpréte comme le flux local ou microscopique causé par le
courant ou gradient moyen e;. Par linéarité, on calcule facilement u;(z,y), solution
de (7.5), en fonction des dérivées partielles de u(x) et des w;(y)

N

Ui (xa y) =
i=1

@y (v). (1)

En fait u; est défini a 'addition d’une fonction de x prés, mais cela n’importe pas
puisque seul le gradient V,u; joue un role dans la suite.

Finalement, I’équation en € est
— div, (D(y)VyUQ(x, y)) = div, (D(y)VIul) + div, (D(y)(Vyul + Vmu)) +f,

qui est une équation pour l'inconnue us dans la cellule de périodicité Y. Selon le
Lemme 7.1.1, cette équation admet une unique solution, & une constante additive
pres, si la condition de compatibilité suivante est vérifiée

/Y [divy (D(y)qul) + div, (D(y)(vyul + Vzu)) + f(x)} dy = 0.

En utilisant la périodicité, le premier terme s’annule et la relation ci-dessus se simplifie
en

_div, ( /Y D(y) (Vyur + Vau) dy> — @),

dans laquelle on insére l’expression (7.7) pour u;(z,y) (qui dépend linéairement de
Vu(z)) pour obtenir finalement 1’équation homogénéisée pour u

{ — div, (D*Vzu(ﬂ?)) = f(z) dans Q, (7.8)
wu=0 sur 0f),

avec

N
N ou
D*Vu = ngl 8733‘] /y D(y) (ej + vyw]) dy.
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La condition aux limites de Dirichlet pour u provient du développement asymptotique
appliqué a la méme condition aux limites pour u.. Le tenseur homogénéisé D* est
donc défini par ses coefficients

Dy = [ D) (e + V) iy, (79)
De maniére équivalente, D* est défini par une formule plus symétrique
Dy = | D) (es + oy ) - e+ Vo) d (7.10)

qui s’obtient en remarquant qu’a cause de la formulation variationnelle de (7.6)
/YD(y) (ej + Vyw;(y)) - Vyw;(y) dy = 0.

Les formules (7.9) ou (7.10) ne sont pas totalement explicites car elles dépendent des
solutions w; des problémes de cellule que I'on ne peut pas résoudre analytiquement
en général. Le tenseur constant D* décrit les propriétés effectives ou homogénéisées
du milieu hétérogéne D (f) Remarquons qu’il ne dépend pas du choix du domaine
Q, de la source f, ou des conditions aux limites sur 0f2.

7.1.3 Convergence

La méthode des développements asymptotiques a deux échelles est seulement for-
melle d’un point de vue mathématique. En général, elle conduit heuristiquement a
des résultats corrects, mais elle ne constitue pas une preuve du procédé d’homogé-
néisation. La raison en est double : d’une part, la série postulée (7.3) ne converge
pas en général, d’autre part, elle n’est pas exacte aprés les deux premiers termes (ce
sont les seuls que I’on peut pleinement justifier). En effet, cette série ne vérifie pas les
conditions aux limites sur le bord 0f) et ne tient pas compte d’éventuels phénomeénes
de couches limites au voisinage du bord (qui sont pourtant présentes dans la plupart
des cas). Nous renvoyons a [8], [34] pour plus de détails.

Néanmoins, il est possible de justifier rigoureusement que I’équation (7.8) est bien
Péquation homogénéisée du probléme d’origine (7.2), c’est-a~dire que u, est proche de
la solution homogénéisée u lorsque € est petit. Nous nous contentons ici d’énoncer ce
résultat (voir [8], [34] pour une preuve).

Théoréme 7.1.3 Soit u. la solution de (7.2). Soit u la solution du probléme homo-
généisé (1.8), et (w;)1<i<n les solutions des problémes de cellule (7.6). On a

N o

. 8.’131‘
=1

ue(z) = u(z) + ¢ (z)w; (%) +r. avec ||T€||H1(Q) < Cy/e.

En particulier,

N ou T
Vue(x) — Vu(z) — —(2)(Vyw;) (z)

lue — ullL2(0) + - oz,
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Il est bon de noter que si le terme correcteur, euy, est petit (de lordre de €) en
norme L2 il n’en est pas de méme en norme H! (ou de maniére équivalente pour
son gradient en norme L?) oil le terme correcteur est d’ordre 1. Le Théoréme 7.1.3
se généralise facilement & d’autres types de conditions aux limites (Neumann par
exemple) ou & d’autres types d’équations (diffusion multi-groupes par exemple).

7.2 Homogénéisation en transport

7.2.1 Homogénéisation d’un modéle stationnaire

Les premiers résultats mathématiques sur I’homogénéisation d’équations de trans-
port remontent aux travaux de J. Keller et E. Larsen [37] (voir aussi [4], [57]) bien
que des travaux plus formels en physique pré-existaient [23].

Nous allons commencer par considérer une équation stationnaire avec des sources
dans un milieu légérement sous-critique. Le domaine spatial, noté €2, est supposé
borné et ’ensemble des vitesses V est, pour simplifier, pris égal a la sphére unité Sy_1.
Pour simplifier les notations nous supposerons que la mesure dv sur la sphére unité
YV = Sy_1 est pondérée de maniére a ce que l'intégrale corresponde a la moyenne,
autrement dit [, dv = 1. On cherche donc la solution u.(z,v) de

e v Vu, + 6_20'(£) (ue - / Ue dv) + 5 (x, E)ue
€ Y €

:S(x,f,v) dans 2 x V (7.11)
€
ue(x,v) =0 sur '™
avec la frontiére rentrante I'™ = {x € 9Q,v € V,v - n(z) < 0}. Les coeflicients ou

sections efficaces o(y), o(x,y) sont des fonctions positives, bornées et Y-périodiques
par rapport a la variable rapide y € Y = (0,1)". Elles peuvent étre éventuellement
discontinues en y pour modéliser des discontinuités matérielles mais on suppose que
o(x,y) est régulier par rapport a x. Remarquons que le choix de la “mise a I’échelle”,
c’est-a-dire des puissances de €, dans (7.11) implique de facto que le milieu est & peine
sous-critique car presque critique a €? prés. En fait, ce choix de mise & ’échelle ga-
rantit aussi que l’on obtiendra un modéle homogénéisé de type diffusion (de maniére
tout a fait similaire & ce que l'on a fait dans le modéle (4.1) du Chapitre 4). Physi-
quement, ce choix correspond & supposer que le libre parcours moyen d’une particule
est précisément de ’ordre de la période e.

Comme précédemment, ’hypothése de départ est de supposer que la solution u, de
léquation (7.11) est donnée par un développement en série de €, dit “a4 deux échelles”,

du type
+oo

Ue(z,v) = Zeiui (m, %,v) ) (7.12)

i=0
ot chaque terme u;(x, y,v) est une fonction de trois variables x € Q, y € Y = (0, 1)V
et v € V, qui est périodique en y de période Y. En y injectant (7.12) I’équation (7.11)
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devient une série en € dont les coefficients forment une “cascade” d’équations

_ X
—€ 2 |:’U . Vyuo + O'(y) (’U,O — AUO dU)] (I’, z,'U)
—e ! [v -Vyur +v-Vyug + o(y) (ul - / Uy dv)] (m, E, v)
Y €
+oo ]
— Z € |:U . Vy’ui+2 +ov- quiﬂ + O'(y> (qu — / Ui4-2 dv)
i=0 v

- T x
+U(x,y)ui] (x, av) =9 (x, f,v) .
€ €
Pour résoudre ces équations nous aurons besoin du résultat suivant d’existence et

d’unicité qui est I’équivalent pour le transport du Lemme 7.1.1 en diffusion.

Lemme 7.2.1 Soit g € L2(Y x V). Le probléme auz limites

v-Vyo+o(y) <¢—/ ¢dv> =g(y,v) dansY xV
v
y — ¢(y,v) Y -périodique

admet une unique solution ¢ € L*(Y x V)/R (a une constante additive pres) si et

seulement si
/ / g(y,v)dydv = 0. (7.13)
vJy

Démonstration. Tout d’abord il est clair que la solution ¢, si elle existe, n’est définie
qu’a ’addition d’une constante prés puisque fv dv = 1. Vérifions que (7.13) est une
condition nécessaire d’existence d’une solution. On intégre ’équation sur Y et le terme
de transport disparait car

/U-Vydniy:/ v-npds =0
Y oy

a cause des conditions aux limites de périodicité. On obtient donc

(o fow)a- o

que 'on intégre par rapport a v

/v/yo—(y) <¢—/v¢dv>dydv:/v/ygdydv.

Comme la fonction (d) - fv 10) dv) est de moyenne nulle en v et que o ne dépend pas de
v, on en déduit bien la condition (7.13). Nous laissons au lecteur le soin d’appliquer les
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résultats d’existence du chapitre 2 (voir la Remarque 2.2.9) pour montrer que (7.13)
est aussi suffisant (voir aussi le Théoréme 4.2.2). =

2 est

v-Vyuo +0o(y) (uo - / U dv> =0,
%

qui s’interpréte comme une équation dans la cellule unité Y avec des conditions aux
limites de périodicité. Dans cette équation y est la variable et x n’est qu’un paramétre.
En vertu du Lemme 7.2.1 il existe une unique solution de cette équation, a une
constante additive prés. On en déduit donc que ug est une fonctions constante par
rapport & (y,v) mais qui peut néanmoins dépendre de z, c’est-a-dire qu’il existe une
fonction u(x), qui dépend seulement de z, telle que

L’équation en ¢~

uo(x,y,v) = u(x).

1

L’équation en ¢~ est

v-Vyur +0o(y) <u1 - / U dv> = —v- Vyu(z),
v

qui est une équation pour l'inconnue w; dans la cellule de périodicité Y. Comme
V = Sy_1 est symétrique, on a

/ v Vgyu(r)dv =0,
%

et le Lemme 7.2.1 affirme que I’équation en e~! admet une unique solution, & une
constante additive prés, ce qui nous permet de calculer u;(x,y,v) en fonction du
gradient V,u(z). On note (e;)1<;<n la base canonique de R™. Pour chaque vecteur
ei, on appelle probléme de cellule I’équation suivante avec condition aux limites de
périodicité
v-Vyw; +o(y) (w—/w»dv) =-—v-e dansY xV
yWq 7 v 7 7 (714)
y = w;i(y,v) Y -périodique.
En vertu du Lemme 7.2.1, (7.14) admet une unique solution w; (4 une constante

additive pres). Par linéarité, on calcule facilement u; (z,y, v) en fonction des dérivées
partielles de u(x) et des w;(y,v)

(z,y,v x)w; (y,v). (7.15)

||M2

En fait u; est défini a I’addition d’une fonction de x prés, mais cela n’importera pas
dans la suite.
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Finalement, I’équation en €° est
v-Vyug +o(y) (uQ — / Ug dv> =—v-Vyu; —6(z,y)u+ S,
%

qui est une équation pour l'inconnue us dans la cellule de périodicité Y. Selon le
Lemme 7.2.1, cette équation admet une unique solution, & une constante additive
preés, si la condition de compatibilité suivante est vérifiée

/ / [—v - Vaui(z,y,v) — 6(z,y)u(x) + S(z,y,v)] dydv = 0. (7.16)
v Jv

On introduit les moyennes

o*(x):/yfr(m?y)dy et S*(x):/y-/VS(x,y,v)dydv

et le tenseur homogénéisé D* défini par ses composantes

1
pr=-1 </ /fujwi(y,v) dydv+/ /viwj(y,’u) dydv). (7.17)
2 \Uy Jy Y Jv

Remarquons que I'addition d’une constante & w; ne change pas la valeur de Dy; car
Jy,vjdv = 0. La définition (7.17) est parfois appelée formule de Kubo. En y insérant
Pexpression (7.15) pour ug(z,y,v) (qui dépend linéairement de V,u(x)) 'équation
(7.16) est alors équivalente a ’équation homogénéisée

{ — div, (D*qu(x)) +o*(@)u(z) = §*(z) dans Q, (7.18)
w=0 sur Of).

La condition aux limites de Dirichlet pour u provient du développement asymptotique
appliqué a la méme condition aux limites pour u.. En effet au premier ordre € on a

uo(z,y,v) =u(z) =0sur '™ = {z € 9Q,v € V,v-n(zr) < 0}.

Comme u(x) ne dépend pas de v, on en déduit que cette fonction doit étre nulle sur
tout le bord 0€). Remarquons qu’a I’ordre suivant €' il n’est pas possible, en général,

d’imposer que
A Z

car, d’une part w; ne dépend pas de z et ne peut donc prendre une valeur particuliére
sur la frontiere 0N (différente d’a lintérieur de ), et d’autre part on ne peut pas
imposer que Vu(z) s’annule sur 92 puisqu’on a déja imposé que u(x) s’annule. Cela
montre que le développement asymptotique a deux échelles postulé en (7.12) n’est
pas correct tel quel, mais qu’il faut lui adjoindre des termes supplémentaires, dits de
“couches limites”, pour qu’il vérifie exactement les conditions aux limites. Pour plus
de détails nous renvoyons le lecteur a [37].
En conclusion, on a formellement établi le résultat suivant.

8:102 x)w;i(y,v) =0 sur I'~
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Proposition 7.2.2 La solution u. de l’équation de transport (7.11), quand € tends
vers zéro, est asymptotiquement donnée par

ot w; est solution du probleme de cellule (7.14) et u est solution de I’équation homo-
généisée de diffusion (7.18).

On vérifie que le probléme homogénéisé (7.18), une équation de diffusion, est bien
posé car son tenseur de diffusion est bien coercif. On pourra donc lui appliquer le
théoréme de Lax-Milgram pour démontrer ’existence et 'unicité d’une solution.

Lemme 7.2.3 Le tenseur D* est défini positif.

Démonstration. Soit & un vecteur non nul de RY. Nous allons montrer que D*¢-¢ >
0. Pour cela on introduit la fonction we définie par

N
We (y7 U) = Z fiwi (yv U)
i=1

qui est solution de I’équation

{ v Vywe +0(y) (we — [, we dv) = —v-§ dans Y x V

y — we(y,v) Y -périodique. (7.19)

On multiplie 'équation (7.19) par we et on l'intégre sur Y. Le terme de transport
disparait car

1
/U~Vyw£w§dy:f/ v-nwgds:o
Y 2 Joy

a cause des conditions aux limites de périodicité. On obtient donc

/J(ﬂ)g—/wgdv)wgdy——/vfwgdy
Y v Y

que l'on intégre par rapport a v

//a(wg—/wgdv)wgdydv:—//v-fwgdydv.
vJy % vJy

Comme la fonction (wg — fv We dv) est de moyenne nulle en v, on a aussi

[ oo o) ()
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En combinant les deux on en déduit

/V/Ya(wg—/vwgdy>2dydv:_/V/Yv.gwgdydv:D*g_g

a cause de la définition (7.17) de D*. On a donc D*¢ - £ > 0. Montrons que cette
inégalité est stricte. Si D*¢ - £ = 0 pour un vecteur £ # 0, alors on en déduit que
We = fv we dv est indépendant de v et en reportant dans I’équation (7.19) on obtient

v-Vy(we(y) +€&-y)=0dans Y x V.

Comme v est quelconque et we ne dépend pas de v, cela implique que we(y) = —§-y+C
ot C' est une constante quelconque. Le caractére affine de we contredit la condition
aux limites de périodicité dans (7.19). Par conséquent, on doit avoir D*¢-£ > 0. m

La formule (7.17) n’est pas totalement explicite car elle dépend des solutions w;
des problémes de cellule que 1’on ne peut pas résoudre analytiquement en général. Le
tenseur constant D*, qui décrit les propriétés effectives ou homogénéisées du milieu
hétérogéne, ne dépend pas du choix du domaine €2, de la source S, ou des conditions
aux limites sur 0.

7.2.2 Homogénéisation d’'un modéle instationnaire

Nous étudions maintenant le cas d’une équation de transport dépendant du temps
(probléme cinétique en neutronique). Une différence majeure avec le cas précédent est
qu’il n’est plus nécessaire de supposer que le milieu est légérement sous-critique. La
criticité, ou non, sera automatiquement détectée par le processus d’homogénéisation
qui est, par conséquent, un peu plus compliqué. Pour simplifier nous négligeons la pré-
sence éventuelle de sources et nous nous contentons d’étudier ’évolution d’une donnée
initiale. On suppose toujours que le domaine spatial 2 est borné et que I’ensemble
des vitesses est la sphére unité V = Sy _1 avec une mesure dv telle que fv dv=1.0n
cherche la solution (¢, x,v) de

Oue +e - Vue + G_QU(E,U)US =2 / 5(E,U, v ue(v') do’
ot € v €
dans Q x V, (7.20)
ue(t =0,z,v) = ud(z,v) dans 2 x V,
ue(z,v) =0 sur I'™,
avec la frontiére rentrante '™ = {z € 0Q,v € V,v - n(x) < 0}. La donnée initiale est

supposée étre de la forme

0

Ue

x
(2,0) = (o,

,U) (7.21)
ou u’(x,y,v) est Y-périodique par rapport a la variable y. Les sections efficaces o (y, v)

et 6(y,v,v’) sont positives, bornées et Y-périodiques par rapport a la variable y mais
ne sont pas supposées isotropes, c’est-a-dire qu’elles peuvent dépendre de la vitesse v.
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Néanmoins, nous allons supposer que ce sont des fonctions paires de la vitesse, ce qui
correspond & un milieu “symétrique” ou réversible du point de vue des trajectoires,

o(y,v) =0o(y,—v) et a(y,v, U/) =a(y, v, 71)/)' (7.22)

Pour prendre en compte la possible non-criticité du probléme (7.20) nous modifions
notre postulat usuel de développement asymptotique & deux échelles en introduisant
un paramétre supplémentaire \* € R, 4 déterminer, qui s’interpréte comme 'inverse
d’un taux de décroissance s’il est positif ou de croissance s’il est négatif. Autrement
dit, on suppose que la solution u,. de ’équation (7.20) s’écrit

—+oo

A*t . T
(t, , =e & ! 7 (t7 [ ) ) 3 7.23
uc(t,z,v) =€ Ze ui (2,2, (7.23)

=0

ou chaque terme u;(t,z,y,v) est une fonction de quatre variables t € RT, x € Q,
y€Y = (0,1)N et v €V, qui est périodique en y de période Y. En y injectant (7.23)
I'équation (7.20) devient une série en e dont les coefficients forment une “cascade”
d’équations. Pour résoudre ces équations nous aurons besoin d’un résultat d’exis-
tence et d’unicité pour les “problémes de cellule” qui soit I’équivalent des Lemmes
7.1.1 et 7.2.1 : ga sera le Lemme 7.2.6 ci-dessous. Auparavant, nous devons donner
(sans preuve) une version du théoréme de Krein-Rutman ou du Théoréme 6.4.1 qui
corresponde au probléme de cellule avec condition aux limites de périodicité.

Lemme 7.2.4 [] existe une valeur propre \* € R et une fonction propre strictement
positive P(y,v) > 0 dans Y x V telles que

XY +v-Vyb+o(y,v) = / a(y, v, v )(y,v") dv' dans Y x V
v
y — Py, v) Y -périodique.

(7.24)

De plus, \* est aussi valeur propre du probléeme adjoint de (7.24) pour une fonction
propre adjointe strictement positive ¥*(y,v) >0 dans Y x V

“N*P* — v Vb* + o(y,v)y* = / 7 (y,v, " )*(y,v") dv’ dans Y x V
» (7.25)

y — v*(y,v) Y -périodique,

avec la section efficace adjointe 6* définie par 6*(y,v',v) = 6(y,v,v’). La valeur
propre \* est simple et de plus petit module, parmi toutes les valeurs propres, pour
chacun de ces deux problemes. Par ailleurs, parmi toutes les fonctions propres pos-
sibles, seules 1 et ¥* sont positives dans tout le domaine Y x V.

Remarque 7.2.5 A cause de la condition de symétrie en vitesse (7.22) sur les sec-
tions efficaces, il est facile de vérifier que la fonction propre adjointe ¥* est simplement
donnée par

fll)* (yu ’U) = 1/’(9; —’U).
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Par ailleurs, puisque les fonctions propres sont définies a un coefficient multiplicatif
pres, on décide de les normaliser de maniére a ce que

/ /w(y,v)w*(y,v) dydv = 1. (7.26)
Y JV

Lemme 7.2.6 Soit un terme source S(y,v) € L*(Y x V). Le probleme

X 4v- Vb4 olyv)é = / 5 (0,0 )B(y, o) dv’ + S(y,v)

1%
dans'Y x V,
y — ¢(y,v) Y -périodique,

(7.27)

admet une solution ¢(y,v) € L2(Y x V), unique & l’addition prés d’un multiple de la
premiére fonction propre ¥(y,v), si et seulement si la source vérifie

/ /S(y,v)i/z*(y,v) dydv =0, (7.28)
Y JVY

ot Y*(y,v) est la premiére fonction propre adjointe, solution de (7.25).

Démonstration. Pour vérifier que la condition (7.28) est nécessaire on multiplie
léquation (7.27) par ¢* et on intégre par parties sur Y x V. Le terme de transport

devient
//U~Vy¢1/)*dyd1):7/ /v~Vy1/)*¢dydv.
Y JV y Jv

Par ailleurs, en intervertissant 1'ordre d’intégration en v et v’ et en utilisant la section
adjointe ¢*, le terme de collision devient

/y /v /V 5y 0,0 )B(y, ') dv' * (y, v) do dy =
/y /v /V 7" (0", v)¥" (y,v) dv $(y, v') dv' dy.

On fait ainsi apparaitre I’équation pour 1* en facteur de ¢ dans la somme de ces deux
intégrales, qui s’annule donc, ce qui conduit & (7.28). On admettra que la condition
(7.28) est aussi suffisante. m

2

L’équation en ¢~ est

—XNug+v-Vyug+ouy = / Gug dv’, (7.29)
%

qui s’interpréte comme un probléme aux valeurs propres dans la cellule unité Y avec

des conditions aux limites de périodicité. Autrement dit, A\* est une valeur propre et

ug une fonction propre. D’un point de vue physique, nous calculons des solutions qui

sont des densités de particules, c’est-a-dire qui ont la propriété d’étre positives. Or,
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d’aprés le Lemme 7.2.4, seule la fonction propre 1, associée a la plus petite valeur
propre \*, est positive. Donc, dans I’équation (7.29), le paramétre A* qui vient du
développement asymptotique (7.23) est bien la plus petite valeur propre donnée par
le Lemme 7.2.4. De plus, comme cette valeur propre est simple, la fonction propre uy,
solution de (7.29), est nécessairement proportionnelle a . Autrement dit, il existe
une fonction u(t, z), indépendante de (y, v), telle que

uo(t,x,y,v) = u(t,x) Yy, v).

1

L’équation en e~ est

—Nuy +v-Vyu +oug = / guy dv' — v - Vug, (7.30)
v

qui est une équation pour I'inconnue u; dans la cellule de périodicité Y avec la source
S(y,v) = —v - Vzup. En vertu du Lemme 7.2.6, on peut résoudre en u; si

//U~VIUO(t,I)¢*(y7U)dyd’U:0,
Y JVY

ce qui est verifié, puisque ug = u 1, si

/y /VW(y’”) V" (y,0) dy dv = 0.

Or, dans la Remarque 7.2.5 on a montré que ¥*(y,v) = ¥(y, —v), et comme V = Sy_1
est symétrique, on a

/y/vva’v)w*(y’”)dyd” _/Y/vva,v)zb(y,v)dydv_

(7.31)

~ [ [ votw—o) vt vy dydv=o.
Y Jv

c’est-a-dire que la condition (7.28) est bien satisfaite. L’équation (7.30) admet donc

une solution ce qui nous permet de calculer wuq(¢,z,y,v) en fonction du gradient

Viu(t,z). On note (e;)1<;<n la base canonique de RY. Pour chaque vecteur e;,

on appelle probléme de cellule ’équation suivante avec condition aux limites de

périodicité

f)\*wiJrvoVywi-kawi:/&widv'f%eii/) dans Y x V
%

(7.32)
y — wi(y,v) Y-périodique.
Par linéarité, on a
N oy
U1 (ta z,y, U) = Z 87@7 x)wi(y, U) + C(t7 x)'(/)(yv U)7 (733)

=1
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ou C(t,z) est n’importe quelle fonction indépendante de (y,v) (sa valeur n’aura au-
cune importance dans la suite).

Finalement, I’équation en €° est
ou
—XNug+v-Vyus + oug = / Fus dv' —v - Vyu, — —O,
v ot
qui est une équation pour l'inconnue uy dans la cellule de périodicité Y. Selon le

Lemme 7.2.6, cette équation admet une solution, unique & I’addition prés d’un multiple
de 1, si la condition de compatibilité suivante est vérifiée

/ / (v Vaup — 8“0) W* dy dv = 0. (7.34)
Yy Jv ot

Rappelons que, d’aprés la Remarque 7.2.5, 'intégrale du produit ¢9* est normalisée
par (7.26), et introduisons le tenseur homogénéisé D* défini par ses composantes

D=~ /Y /V vjwi(y, v)Y* (y,v) dy dv. (7.35)

Remarquons que l’addition d’une fonction C(t, )1 (y,v) a w; ne change pas la va-
leur de Dj; a cause de la relation (7.31). En y insérant I'expression (7.33) pour
ui(t,x,y,v) (qui dépend linéairement de V,u(t,x)) ’équation (7.34) est alors équi-
valente & ’équation homogénéisée

% — div,, (D*qu) =0 dans QxRT,
u(t =0,2) = a%(z) dans €2, (7.36)
u=0 sur 9Q x RT.

La condition aux limites de Dirichlet pour u provient du développement asymptotique
appliqué a la méme condition aux limites pour u.. La donnée initiale est définie par

(z) = /V | # ey aya

ott u’(x, y,v) provient de la donnée initiale (7.21) pour u.. On obtient cette définition
en appliquant le développement asymptotique dans la donnée initiale (7.21) et en
moyennant avec le poids ¢* pour étre compatible avec la normalisation (7.26).

En conclusion, on a formellement établi le résultat suivant.

Proposition 7.2.7 La solution u. de l’équation de transport (7.20), quand € tends
vers zéro, est asymptotiquement donnée par

At x N u x
uc(t,z,v) e . (w (;,v) u(t,z) + e; a—xi(tw)wi (671))) , (7.37)

ot (A*,) est solution du probléeme spectral (7.24), w; est solution du probleme de
cellule (7.32) et u est solution de I’équation homogénéisée de diffusion (7.36).
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Une application typique de la Proposition 7.2.7 est le calcul de la puissance neu-
tronique dans un réacteur nucléaire. Un réacteur est un milieu trés hétérogéne
a structure périodique (les assemblages de combustibles ou bien la cellule composée
d’un barreau de combustible entouré d’eau). Un calcul “exact” est soit impossible,
soit trés couteux en temps de calcul, aussi est-il d’usage de faire des calculs appro-
chés basés sur le premier terme de la formule (7.37). Au lieu de calculer la solution
“exacte” u on calcule la solution “reconstruite par homogénéisation”, c’est-a-dire le

produit e_%w (f, v) u(t, z). Autrement dit, on fait un calcul local en transport et
un calcul global en diffusion. Une comparaison entre ces deux solutions, moyennées
en vitesse, est visible a la Figure 7.2. On y remarque que la solution exacte ne vérifie
pas la condition aux limites de Dirichlet, contrairement & celle reconstruite par ho-
mogénéisation. C’est la raison pour laquelle on introduit parfois un terme correctif de
type “couche limite”.

1.1 T T T T T

’Reconstructed Flux’ —

s 'Reference Flux’ ----- i

09
08
0.7
06
05 |

04

o3t /Y ANEEE
02 | T

01+ ]

0 20 40 60 80 100

FIGURE 7.2 — Comparaison entre une solution exacte de I’équation du transport (trait
pointillé) et une solution reconstruite par homogénéisation (trait plein) (source : [4]).

Remarque 7.2.8 On aurait pu ajouter un terme du type o(x, Z,v)ue dans l’équation
de transport (7.20) qui ne serait apparu que dans ’équation en ° et aurait fait appa-
raitre un terme supplémentaire o (z)u dans l’équation homogénéisée (7.36), similaire
au terme d’ordre zéro dans l’équation homogénéisée (7.18) de la section précédente.
Cela ne change en rien les problémes aux valeurs propres pour ¥ et ¥*, ni les pro-
blemes de cellule pour w;.
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Lemme 7.2.9 Le tenseur D* est défini positif.

Démonstration. La preuve est paralléle a celle du Lemme 7.2.3 (voir [4]). Pour tout
vecteur non nul ¢ € RN nous allons montrer que D*¢ - £ > 0. Pour cela on introduit
la fonction 6, définie par

w

i(ya 11)
Y(y,v)

N
be(y,0) = 3 &
=1

qui est solution de I’équation

U'Vy95+t(j;/‘}5¢dv’;/‘}595¢dv'v~§ dans Y x V

y — O¢(y,v) Y -périodique.

(7.38)

On multiplie I'équation (7.38) par 1)¢)*0¢ et on intégre par parties sur Y pour obtenir
1
—f/ / 021} (YY" + ¢ Vh)dy dv
2 vty
+/ / ) 0¢ (95/ Fh dv' — / G0cy dv') dy dv (7.39)
vJy % v
= —/ / v-EYY O dydv = D€ - €
vJY

a cause de la définition (7.35) de D*. D’autre part, en soustrayant (7.25) multiplié
par ¢ a (7.24) multiplié par ¢* on a

v (YVY* +*V) =" /v G dv’ = /V FF* dv'.
On en déduit que

/V/Y@gv~(¢vw*+w*v¢)dydv:/v/y 02 <¢*/v&¢dv/_w/v5w* dv,) dydo.

Or, en permutant 'ordre des intégrations en v et v’ on a

//Hﬁw/&*w*dv’dydv://zp*/&egwdvdydv’.
vJY % vJYy %

Au total I’équation (7.39) est donc équivalente a

_%/v/yegzp* (/\}wm’) dydv—i—%/v/yw* (/v&egwdv) dy dv’
+/y/y¢*9§ (05/‘}&¢dv’/v&95wdv’> dydv=D"¢- €,



302 CHAPITRE 7. HOMOGENEISATION

c’est-a-dire

1 N 0 (N2 d P
2/‘;/1}/Y01/1(v Yo (v) (Be (v) = 0 (v'))” dv dy dv’ = D*¢ - €.

On a donc D*¢ - £ > 0. Montrons que cette inégalité est stricte. Si D*¢ - £ = 0 pour
un vecteur £ # 0, alors on en déduit que ¢ (v) est indépendant de v et en reportant
dans I’équation (7.38) on obtient

v-Vy(le(y) +&-y) =0dans Y x V.

Comme v est quelconque et ¢ ne dépend pas de v, cela implique que 8¢ (y) = —&-y+C
ot C' est une constante quelconque. Le caractére affine de ¢ contredit la condition
aux limites de périodicité dans (7.38). Par conséquent, on doit avoir D*¢-£ > 0. =

7.3 Exercices
Exercice 7.1 On considére une équation de diffusion avec convection et absorption

—div (D (%) Vus) +V(%) -VueJra(%) ue = f  dans €,
ue =0 sur 0N2,

ot Q est un ouvert borné de RN. On suppose que le tenseur D, la vitesse V et le
coefficient d’absorption o sont Y -périodiques, réguliers et que D est symétrique et
coercif.

1. Appliquer la méthode des développements asymptotiques & deux échelles pour
I’homogénéisation de cette équation. Veérifier que le tenseur homogénéisé de
diffusion D* est donné par la formule "usuelle” (7.10) et que la vitesse ho-
mogénéisée V* et le coefficient homogénéisé d’absorption o* sont des simples
moyennes.

2. On se place en dimension N = 1. Calculer explicitement la solution du pro-
bléme de cellule et montrer que

o (| D) )

3. On se place maintenant en dimension N = 2 d’espace et on suppose que le
coefficient de diffusion sur la cellule unité Y = (0,1)? est du type D(y) = d(y)I
avec

-1

[ d 0<y <05
d(y)_{dQ 0.5 <y1 < 1.

Calculer explicitement les deux solutions des problémes de cellule. Que vaut
D*?
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Indications : le cas mono-dimensionnel est un des trés rares cas ou on peut calculer
explicitement des coefficients homogénéisés. Le cas de la question 3, appelé "struc-
ture laminée", est "quasi mono-dimensionnel" car d(y) est indépendant de y3. On se
rappelera que les solutions des problémes de cellule sont des solutions "faibles", ou
variationnelles, ou au sens des distributions. Remarquons enfin que, pour la question
3, la matrice D* n’est pas scalaire (ce qui correspond a un milieu effectif non-isotrope)
alors méme que la matrice D était scalaire (milieu isotrope).

Exercice 7.2 (Amortissement/amplification & moyenne nulle) Dans ce pro-
bleme (assez difficile) on va considérer l’équation instationnaire de diffusion avec un
grand coefficient d’amortissement ou d’amplification

ou. 1 sz . T

5 T2 (;) ue — div (D (Z) Vu€> =0 dans Q2 x(0,T),
ue=0 sur 0Q x (0,T),
Ue(,0) = uip () dans Q,

ot Q est un ouvert borné de RN. On suppose que le tenseur D et le coefficient o
sont Y -périodiques, réguliers et que D est symétrique et coercif. On fait ’hypothése
supplémentaire

/ o(y)dy =0. (7.40)
1%

1. On étudie ’homogénéisation de cette équation & ['aide du développement
asymptotique suivant

400 _ T
ue(tvx) = E qui(t,x,*)
€

=0

ot les fonctions y — u;(t,x,y) sont Y -périodiques. Ecrire les équations satis-
faites par ug, uy, et uy dans la cellule Y.

2. En déduire que uo(t,z,y) ne dépend pas de vy, et que uq(t,x,y) peut s’écrire
comme

N
15}
uy (t, z,y) = wo(y)uo(t, z) + E wk(y)iazz (t,x)
k=1

ot (wg)1<k<n sont les solutions du probleme de cellule habituel et wy est la
solution d’un nouveau probléeme de cellule que ’on explicitera soigneusement.
Montrer que (7.40) est nécessaire pour résoudre en wy.

8. Donner la condition de compatibilité nécessaire et suffisante pour pouvoir ré-
soudre en us(t,x,y). Montrer que l’équation homogénéisée est de la forme
auo * * : *
e +o0*ug+V* - Veug —divy (D*Vyu) =0 dans Q x (0,7,
avec des formules précises pour o*, V* et D*. En utilisant les problémes de
cellule, montrer que V* =0 et o* <0 (ce qui montre en particulier qu’il n’y a
pas de terme convectif dans I’équation homogénéisée).
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Indications : pour calculer V* et le signe de o* utiliser les formulations variationnelles
pour wy et (wk)lngN.

Exercice 7.3 (Homogénéisation avec fort amortissement) On étudiera dans
cet exercice (difficile) I’équation instationnaire

8(;; + 6%0 (%) ue — div (D (%) Vus) =0 dans Q2 x(0,T),
w =0 sur 90 x (0,T),

Ue(2,0) = wip () dans Q,
ot Q est un ouvert borné de RN . On suppose que le tenseur D et le coefficient o sont
Y -périodiques, réguliers et que D est syméltrique et coercif.
1. On étudie I’homogénéisation de cette équation a [l'aide du développement
asymptotique suivant

uc(t,z) = e € Zeiui(t 2
=0

ot les fonctions y — u;(t, z,y) sont Y -périodiques. Ecrire les équations satis-
faites par ug, uy, et us dans la cellule Y.

2. En déduire que uo(t, z,y) est une fonction propre associée & la valeur propre A*
d’un probléeme spectral de cellule que l’on déterminera. Désormais on admettra
que A* est la premiére valeur propre de ce probléme qui est simple et correspond
a une fonction propre positive ¥(y) > 0 (par le théoréme de Krein-Rutman ou
Perron-Frobenius).

3. Pour g(y) € L*(Y), on considére le probleme

{ o(y)w — div, (D(y)Vyw) =A"w =g dansY, (7.41)

y — w(y) Y-périodique.

Montrer que si w € H;E(Y) est une solution, alors w+ Cv) est aussi une solu-
tion pour toute constante C'. Montrer qu’une condition nécessaire pour pouvoir
résoudre (7.41) est que

/Y a(y) ¥(y) dy = 0. (7.42)

A partir de maintenant, on admet que (7.42) est une condition nécessaire et
suffisante pour ’existence d’une solution w € H%&(Y) de (7.41), qui est unique
a addition pres d’un multiple de 1 (c’est encore une alternative de Fredholm).

4. Veérifier que le second membre de l’équation pour uy satisfait la condition de
compatibilité (7.42) et montrer que

1tz y) = sz Bxk ,T)
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ol (zk)1<k<n sont des solutions de nouveauz problémes de cellule & déterminer.

5. Ecrire la condition de compatibilité nécessaire et suffisante pour résoudre en
us. Montrer que ’équation homogénéisée est du type

815 —divy (D*V,u) =0  dans Q x (0,T),

avec une expression explicite pour D* en fonction des (zy).

Indications : pour la question 3, multiplier l’équation (7.41) par v et intégrer par
parties. On rappelle que 1'espace H%E(Y) de fonctions périodiques est défini & la Re-
marque 7.1.2. De maniére générale il faut suivre la méthode de la section 7.2.2, en plus
simple, puisqu’il s’agit ici de diffusion et non de transport. En particulier le probléme
est auto-adjoint, autrement dit ¢* = 1.

Exercice 7.4 (Homogénéisation pour un probléme de criticité) On va étu-
dier le probleme de criticité pour calculer la premiére valeur propre A et la premiére
fonction propre u.

o (%) ue — div (D (%) Vue) = Acue dans S,
ue =0 sur €2,

ot Q est un ouvert borné de R . On suppose que le tenseur D et le coefficient o sont
Y -périodiques, réguliers et que D est symétrique et coercif.

1. On étudie ’homogénéisation de cette équation & laide du développement
asymptotique suivant

+o0 foo
ue(z) = Zeiui(m, %) et A= Zei)\i

i=0 =0
ot les fonctions y — w;(x,y) sont Y -périodiques. Ecrire les équations satisfaites
par ug, ui, et ug dans la cellule Y.

2. En déduire que ug(x,y) ne dépend pas de y, et que ui(x,y) peut s’écrire comme

Z & 3u0 )
k 63%

ot (wg)1<k<n sont les solutions du probleme de cellule habituel.

3. Donner la condition de compatibilité nécessaire et suffisante pour pouvoir ré-
soudre en us(x,y). Montrer que l’équation homogénéisée est un probléme de
criticité ou \g est une valeur propre et ug une fonction propre correspondante.
Donner un argument formel qui justifie que \g est la premiére valeur propre
du probléeme homogénéisé.
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Indication : pour la derniére question utiliser le théoréme de Krein-Rutman ou Perron-
Frobenius.

Exercice 7.5 (Modélisation physico-numérique) (difficile) On va étudier dans
cet exercice un calcul critique & un groupe de neutrons

. vos(x

— div(d(@) V() + 7a(@)() = LD g2,

La structure en espace est hétérogéne (en pratique 40 000 crayons "c¢" de combustibles)
Q=U.9,

C’est pourquoi les fonctions d, o, et soy sont variables en espace. L’exercice qui suit
est tiré de Méthodes mathématiques en neutronique [49/ (page 194) par J. Planchard.
La méthode de factorisation consiste a écrire

¢(x) = u(x)y(x)

dans lequel 1 est le flur neutronique obtenu par un calcul critique crayon par crayon
(avec une condition de Neumann homogéne au bord de chaque crayon). L’idée sous-
jacente est que u varie peu (en espace) méme si d(x), oq(x), os(x) et ¥(z) varient
beaucoup en espace.

1. Ecrire les équations pour v en notant A. la valeur propre critique sur chaque
crayon (c’est donc une fonction constante par morceaux sur chaque crayon).
Expliquer pourquot ¢ > 0.

2. Montrer que l’équation réduite pour u s’écrit, dans chaque crayon,

—div(dyVu) + )\El/afu —dVy.Vu = %Vafu.

3. Montrer que, si on multiplie encore par ¥, l’équation réduite pour u devient

wQ ¢2
—div(dy*Vu) + —vopu = ~—vo su.
Ae A
Quel est l'avantage de cette derniére équation sur la précédente ?

4. Montrer que les conditions aux limites entre le crayon a et le crayon b s’écrivent
a Uinterface (xz € Qq N Q)

Va(@)ua(®) = thp(@)up (@),
et
da(2)a(@)(Onua) (@) = dy(x)¥s(x)(Onus) ().
5. Proposer des formules o*, d* pour simplifier le probléme pour u.

Indications : la deuxiéme équation réduite pour u est plus avantageuse que la premiére
car elle conduit & rechercher les valeurs propres d’un probléme auto-adjoint, ce qui
est beaucoup plus facile. D’autre part, on peut lui appliquer les formules de moyennes
homogénéisées pour les coefficients obtenues a I’Exercice 7.4.
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