
INTRODUCTION

Ce cours est principalement consacr�e �a deux grands outils de l'Analyse,
l'analyse de Fourier et la th�eorie des distributions, ainsi qu'�a diverses appli-
cations �a des �equations de la physique math�ematique. Il s'agit de domaines
ayant des racines tr�es anciennes, mais qui font toujours l'objet de recherches
actives, et qui ont connu dans une p�eriode r�ecente des d�eveloppements tr�es
importants dont nous essaierons de donner une id�ee.

L'analyse de Fourier. | Dite encore analyse harmonique, cette branche est
domin�ee par les concepts de s�erie et surtout de transformation de Fourier,
ainsi que par l'op�eration de convolution qui leur est �etroitement reli�ee.

On peut, sous des hypoth�eses tr�es g�en�erales, repr�esenter une fonction f
d�e�nie dans Rn sous la forme suivante

f(x) = (2�)�n
Z
R
n

eix�� bf(�) d�;
o�u la fonction bf d�e�nie dans Rn et qui se d�eduit de f par une formule analogue
s'appelle la transform�ee de Fourier de f .

Il faut voir cette formule de la mani�ere suivante. Elle permet d'�ecrire une
fonction quelconque f comme une \superposition" de fonctions oscillantes
simples : les applications x 7! eix��, chacune d'elles ayant une amplitude�� bf(�)��, et un d�ephasage arg bf(�).
Lorsqu'on veut analyser qualitativement ou quantitativement une fonction,

l'id�ee la plus simple est l'analyse \en amplitude" fond�ee sur les valeurs ponc-
tuelles : en quels points x la fonction est-elle nulle, \petite", \grande": : : ?
L'analyse de Fourier permet d'y superposer une analyse \en fr�equence" :
quelles sont les fr�equences � qui contribuent �a l'�ecriture de f ci-dessus, y
contribuent-elles peu ou beaucoup: : : ? Ce point de vue revient �a faire l'analyse

\en amplitude" de bf .
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Peut-être d'apparence moins naturelle, l'analyse en fr�equence s'est r�ev�el�ee
d'une importance aussi grande que l'analyse en amplitude (leurs rôles sont
sym�etriques en m�ecanique quantique par exemple). Elle prend même un ca-
ract�ere pr�edominant dans l'�etude d'un certain nombre de questions, notam-
ment :

| Les ph�enom�enes oscillants, cela va (presque) de soi.

| Les ph�enom�enes r�egis par des �equations aux d�eriv�ees partielles lin�eaires �a
coeÆcients constants. Pour une �equation d'�evolution par exemple, il existe des
solutions particuli�erement simples, de la forme eix��e�t, o�u le nombre complexe
� se d�etermine �a partir de � par un simple calcul alg�ebrique. L'analyse de
Fourier permet d'�ecrire toute �evolution, aussi compliqu�ee soit-elle, comme une
superposition de ces �evolutions simples.

| Les probl�emes de r�egularit�e. Comme nous le verrons, un \principe" corres-
pondant �a de nombreux th�eor�emes assure qu'une fonction est d'autant plus r�e-
guli�ere que sa transform�ee de Fourier est petite �a l'in�ni. Cela permet d'utiliser
des m�ethodes �eprouv�ees (majorations, d�eveloppements asymptotiques: : : ) surbf pour �etudier la r�egularit�e de la fonction f .

La transformation de Fourier a n�eanmoins un inconv�enient, son caract�ere
global. Pour le traitement du signal, ou pour l'�etude des �equations aux d�eriv�ees
partielles �a coeÆcients variables, l'analyse en fr�equence reste indispensable,
mais il faut pouvoir la mener localement en les variables de temps ou d'espace.
C'est l'objet de l'analyse microlocale, branche n�ee vers 1970 dont nous ne
donnerons qu'un tr�es bref aper�cu, dans la section 9.7.

La th�eorie des distributions. | C'est une extension de la notion de fonction,
qui a jou�e un rôle tr�es important dans le d�eveloppement de l'Analyse. Bien
que son introduction par L. Schwartz soit encore relativement r�ecente, elle a
permis de tels progr�es en th�eorie des �equations aux d�eriv�ees partielles et en
analyse harmonique que l'on ne saurait plus parler de ces deux branches sans
y avoir recours.

L'ensemble du cours, et notamment l'introduction du chapitre 4, montrera
l'int�erêt de cette g�en�eralisation de la notion de fonction. Cela dit, l'aspect
d�eductif de l'exposition risque de donner une id�ee fausse du d�eveloppement
historique des math�ematiques, qui est tout sauf d�eductif. L'introduction des
distributions est aussi l'aboutissement d'un processus s'�etalant sur plus d'un

demi-si�ecle, en math�ematiques et en physique(1).

(1)Le lecteur int�eress�e trouvera au chapitre 6 de l'ouvrage de Laurent Schwartz \Un

Math�ematicien aux prises avec le si�ecle" (Odile Jacob, 1997) l'histoire de l'invention des

distributions assortie d'une analyse du contexte scienti�que.
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Le calcul symbolique de Heaviside (1893), et surtout le formalisme intro-
duit par P. Dirac (1926) pour les besoins de la m�ecanique quantique, la c�el�ebre
\fonction Æ" notamment, posaient un probl�eme int�eressant. La d�e�nition de
ces concepts comme des fonctions au sens math�ematique du terme �etait par-
faitement contradictoire. N�eanmoins, utilis�es par Dirac lui-même ou d'autres
bons physiciens, ils se r�ev�elaient eÆcaces et f�econds. Des situations de ce type
ne sont pas rares, il en existe actuellement, et elles signi�ent en g�en�eral que
des progr�es math�ematiques sont �a l'ordre du jour.

En math�ematiques, une multitude de concepts et de r�esultats, parfaitement
rigoureux mais un peu �epars, d�evelopp�es pendant la premi�ere partie de ce
si�ecle n'ont trouv�e leur uni�cation que dans le cadre des distributions.

Ainsi, la notion de d�eriv�ee au sens des distributions permet de d�e�nir des
solutions d'�equations aux d�eriv�ees partielles qui ne sont pas suÆsamment d�e-
rivables pour être des solutions au sens usuel du terme. En fait, pour presque
chaque type d'�equation aux d�eriv�ees partielles, on avait �et�e amen�e �a d�e�nir une
ou des notions de solutions g�en�eralis�ees (ou solutions \faibles"). Ces d�e�nitions
rentrent maintenant dans un cadre commun et beaucoup plus g�en�eral

De même, comme nous le verrons, beaucoup d'op�erateurs permettant de r�e-
soudre ces �equations s'exprimeront pour nous en termes de convolution par une
distribution, alors que l'introduction de ces op�erateurs est souvent bien ant�e-
rieure. Pour l'�equation des ondes par exemple, Hadamard les avait exprim�es
par une formule ressemblant �a celle d'une convolution, mais o�u des int�egrales
divergentes devaient être remplac�ees par leur \partie �nie".

En�n, un pas tr�es important avait �et�e franchi par Sobolev en introduisant
les espaces qui portent son nom, nous aurons l'occasion d'en voir l'int�erêt, et
en contribuant �a clari�er le concept de solution faible.

La th�eorie des �equations aux d�eriv�ees partielles. | C'est un th�eme qui ne
sera qu'e�eur�e dans ce cours. Aucun d�eveloppement syst�ematique ne lui sera
consacr�e, il est clair qu'un sujet d'une telle ampleur n�ecessite un enseignement
sp�eci�que.

Par contre, nous nous sommes e�orc�es de montrer l'eÆcacit�e et la puis-
sance des outils th�eoriques introduits en les appliquant syst�ematiquement �a
des �equations de la physique math�ematique, principalement aux �equations de
Laplace, de Schr�odinger, et aux �equations de la propagation des ondes et de
la chaleur.

Les trois premiers chapitres doivent être consid�er�es comme des pr�elimi-
naires, pr�esentant des outils d'utilisation constante dans la suite. Le premier
est consacr�e �a l'int�egrale de Lebesgue. Un expos�e complet de la th�eorie, avec
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toutes les d�emonstrations, aurait �et�e trop long pour le cadre horaire limit�e de
ce cours. Par contre, nous avons pu en pr�esenter les r�esultats les plus utiles,
qui sont relativement peu nombreux, faciles �a m�emoriser, et consid�erablement
plus eÆcaces que leurs homologues en th�eorie de l'int�egrale de Riemann.

L'analyse fonctionnelle aura une place relativement r�eduite dans ce cours.
Le chapitre 2 est destin�e �a consolider, et �a d�evelopper sur quelques points, les
connaissances du lecteur sur les espaces m�etriques, de Banach et de Hilbert.
Cela nous suÆra pour la suite, o�u nous n'introduirons pas, sauf pour les espaces
norm�es, de topologie sur les espaces fonctionnels que nous aurons �a utiliser.

En ce qui concerne l'espace des distributions, il s'agit d'un choix d�elib�er�e :
la notion de suite convergente est tout �a fait suÆsante dans la pratique. En
ce qui concerne les espaces de fonctions d�erivables, il aurait par contre �et�e
raisonnable d'introduire leur structure d'espace m�etrisable. Si nous avons
pr�ef�er�e, sans même parler de semi-norme, �ecrire explicitement chaque condi-
tion de continuit�e, c'est uniquement pour r�ealiser, au prix d'un petit nombre
de r�ep�etitions, une �economie de temps et de pens�ee.

Cela dit, pour ceux de nos lecteurs qui seraient suÆsamment pourvus de
ces deux denr�ees, nous avons consacr�e l'appendice C �a l'�etude des espaces de
Fr�echet. Nous y avons aussi donn�e les d�emonstrations d'un certain nombre
de r�esultats admis dans le cours. Ils reposent sur le th�eor�eme de Banach-
Steinhaus, qui repose lui-même sur la th�eorie des espaces de Baire d�evelopp�ee
dans l'appendice B.

En�n nous aurons besoin de quelques compl�ements de calcul di��erentiel,
principalement �a plusieurs variables. Il s'agit d'un outil indispensable, les
�equations de la physique math�ematique �etant pos�ees en dimension 3 ou 4. Le
chapitre 3 rappelle les propri�et�es fondamentales des fonctions de classe Ck

dans un ouvert de Rn , cadre qui sera suÆsant pour la suite, et y ajoute des
r�esultats importants sur l'approximation par des fonctions di��erentiables.

L'appendice A d�eveloppe un point de vue plus intrins�eque, et donne
quelques compl�ements g�eom�etriques ainsi qu'une pr�esentation compl�ete de
l'int�egrale de surface. Il n'aborde toutefois que quelques aspects de la g�eom�e-
trie di��erentielle, et ne saurait se substituer �a un enseignement consacr�e �a ce
sujet.

Le cours proprement dit se compose des chapitres 1 �a 10, �a l'exclusion des
appendices et des textes en petits caract�eres. Ceux-ci sont destin�es �a apporter
des compl�ements et selon les cas �a satisfaire, ou �a piquer, la curiosit�e du lecteur.

Les chapitres sont divis�es en sections au sein desquelles tous les �enonc�es, des
th�eor�emes aux exercices (qui ne sont pas moins importants) sont num�erot�es
lin�eairement. Les formules sont num�erot�ees au sein de chaque chapitre.
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On trouvera en�n une petite bibliographie �a la page 249.

*
* *

Cet ouvrage reprend, presque sans changement, le texte d'un cours trimes-

triel enseign�e �a l'�Ecole Polytechnique de 1986 �a 1996. Il doit beaucoup aux
cours d'Analyse de mes pr�ed�ecesseurs : Laurent Schwartz, le regrett�e Charles
Goulaouic et Yves Meyer. Le cadre trimestriel, certainement trop restreint,
a eu sans doute un avantage : nous contraindre �a aller droit �a l'essentiel.
N�eanmoins, le sujet m�eriterait d'être trait�e �a un rythme moins soutenu et
d'être pr�ec�ed�e d'un enseignement de calcul di��erentiel et int�egral.





CHAPITRE 1

L'INT�EGRALE DE LEBESGUE

La th�eorie de l'int�egrale de Riemann est �a bien des �egards insuÆsante pour
les besoins de l'Analyse, et notamment pour �etudier les notions (analyse de
Fourier, th�eorie des distributions) qui joueront un rôle central dans ce cours.
Ce n'est que dans le cadre de la th�eorie de l'int�egration introduite en 1900 par
H. Lebesgue que l'on dispose des \bons" th�eor�emes de passage �a la limite dans
les int�egrales, et que les espaces de fonctions sommables jouissent de bonnes
propri�et�es.

Pour des raisons de temps, il ne serait pas possible de donner dans le cadre
de ce cours un expos�e complet, avec toutes les d�emonstrations, de la th�eorie
de l'int�egration. La solution adopt�ee consiste �a admettre d'embl�ee un petit
nombre de r�esultats, dont la d�emonstration est longue mais dont l'�enonc�e
est simple, et d'en d�eduire les th�eor�emes fondamentaux de la th�eorie. Nous
admettrons notamment d�es le d�ebut l'existence et les principales propri�et�es
de l'int�egrale des fonctions positives | ce qui dans un expos�e d�eductif n�e-
cessiterait toute la construction de la mesure de Lebesgue | ainsi que les
th�eor�emes 1.4.1 et 1.5.2.

Pour les mêmes raisons, nous ferons d�elib�er�ement \comme si" toutes les
fonctions �etaient mesurables ; nous nous expliquons sur ce point dans la sec-
tion 1.6.

1.1. Int�egrale des fonctions positives

Nous consid�ererons en fait des fonctions �a valeurs dans R+ = [0;1]. Dans
cet ensemble, auquel on �etend de fa�con �evidente l'addition, la multiplication
par les �el�ements de ]0;1[ et la relation d'ordre, toute suite croissante est
convergente.
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Nous admettrons qu'il existe une application

f 7!
Z
R
n

f(x) dx

(que l'on notera parfois
R
f(x) dx voire

R
f) qui, �a toute fonction f , d�e�nie

sur Rn et �a valeurs dans R+ fait correspondre un �el�ement de R+ , et qui v�eri�e
les quatre propri�et�es suivantes.

(a) Lin�earit�e : pour f et g comme ci-dessus, et pour �; � 2]0;1[, on a
R
(�f+

�g) = �
R
f + �

R
g.

(b) Croissance : si f(x) � g(x) pour tout x, on a
R
f �

R
g. Cette propri�et�e

est en fait cons�equence de la pr�ec�edente.

(c) Normalisation : Pour un pav�e P = [a1; b1] � : : : [an; bn], si on appelle 1
P

la fonction �egale �a 1 sur P et �a 0 ailleurs, on aZ
1
P
(x) dx =

nY
i=1

(bi � ai):

(d) Le th�eor�eme fondamental suivant :

Th�eor�eme 1.1.1 (de Beppo Levi ou de la convergence monotone)

Si fj est une suite croissante de fonctions d�e�nies sur Rn et �a valeurs dans

R+ , on a Z
lim
j!1

fj(x) dx = lim
j!1

Z
fj(x) dx: (1.1)

En particulier, pour des fonctions uj positives, prenant �eventuellement la va-

leur +1, on a toujoursZ 1X
j=1

uj(x) dx =

1X
j=1

Z
uj(x) dx: (1.2)

Le second point r�esulte facilement du premier en consid�erant la suite croissante
constitu�ee des sommes partielles Sp(x) =

P
p

j=1 uj(x).

1.1.2. Mesure des ensembles. | Si A est un sous ensemble de Rn , on
note 1

A
la fonction �egale �a 1 sur A et �a 0 ailleurs, et on pose

�(A) =

Z
1
A
(x) dx:

L'application � s'appelle la mesure de Lebesgue. C'est une application de
l'ensemble des parties de Rn dans R+ qui v�eri�e les deux propri�et�es suivantes.
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Croissance. | si A � B, on a �(A) � �(B). Cela r�esulte de la croissance de
l'int�egrale (ou si l'on veut de �(B) = �(A) + �(B n A)).

Additivit�e d�enombrable. | si des sous-ensembles Aj ; j 2 N sont deux �a deux
disjoints, on a �(

S
Aj) =

P
�(Aj). En e�et, en posant A =

S
j
Aj , on a alors

1
A
=
P

j
1
Aj
, et le r�esultat d�ecoule de (1.2).

Si on ne suppose pas les Aj disjoints deux �a deux, on a seulement la sous-
additivit�e : �(

S
Aj) �

P
�(Aj). On a �egalement la relation �(A[B)+�(A\

B) = �(A) + �(B).

Les ensembles de mesure nulle, on dit aussi ensembles n�egligeables, jouent
un rôle important dans la th�eorie. D'apr�es la sous-additivit�e, la r�eunion d'une

in�nit�e d�enombrable d'ensembles de mesure nulle est de mesure nulle. Un
point (et plus g�en�eralement un pav�e plat) �etant de mesure nulle, il en r�esulte
qu'un ensemble d�enombrable est de mesure nulle.

Exercice 1.1.3. | D�emontrer que le graphe d'une application continue de R
dans R est un sous-ensemble de mesure nulle dans R2 (quels que soient " et
N , on montrera que la portion du graphe comprise entre les abscisses �N et
N est contenue dans une r�eunion de rectangles dont la somme des mesures est
� ").

Exercice 1.1.4. | Soit A un ensemble de mesure nulle dans Rn . D�emontrer
que son compl�ementaire est partout dense.

On dit qu'une propri�et�e P (x) d�ependant d'un point x est v�eri��ee presque

partout (en abr�eg�e p.p.) si l'ensemble fxjnon P (x)g est de mesure nulle. Si
chacune des propri�et�es Pj(x), j 2 N, est vraie presque partout, il en est donc

de même de
�
8j; Pj(x)

�
.

Proposition 1.1.5. | Soit f d�e�nie dans Rn et �a valeurs dans R+ . On aZ
f(x) dx = 0() f(x) = 0 p.p.

Posons A = fxj f(x) 6= 0g. On a

f(x) � lim
j!1

j1
A
(x):

Si �(A) = 0, on obtient donc en utilisant (1.1)Z
f(x) dx � lim

j!1

j

Z
1
A
(x) dx = 0:
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R�eciproquement, si l'int�egrale de f est nulle et en remarquant que 1
A
(x) �

limj!1 jf(x), on obtient

�(A) =

Z
1
A
(x) dx � lim

j!1

j

Z
f(x) dx = 0:

Th�eor�eme 1.1.6 (Fatou). | Soit fj une suite (non n�ecessairement mo-

notone) de fonctions positives telle que pour chaque x 2 Rn , la suite fj(x) soit

convergente, et que la suite
R
fj(x) dx soit �egalement convergente. On aZ

lim
j!1

fj(x) dx � lim
j!1

Z
fj(x) dx:

Remarquons d'abord que, si une suite uj d'�el�ements de R+ converge vers

u 2 R+ , la suite vj = infk�j uk converge �egalement vers u. En e�et, dans le
cas u < 1, pour tout " > 0 donn�e, tous les uj appartiennent �a [u � "; u + "]
�a partir d'un certain rang, et tous les vj appartiennent au même intervalle
�a partir du même rang. Le raisonnement est analogue si u = +1, avec des
intervalles du type [A;+1].

Soit gj la fonction d�e�nie par gj(x) = infk�j fk(x). En posant f(x) =
limj!1 fj(x), on a d'apr�es l'argument ci-dessus f(x) = limj!1 gj(x) et de

même limj!1

R
fj(x) dx = limj!1

�
infk�j

R
fk(x) dx

�
.

D'autre part, l'int�egrale de gj est inf�erieure �a l'int�egrale de fk pour chaque

k � j, et on a donc
R
gj(x) dx � infk�j

R
fk(x) dx. En appliquant le th�eor�eme

de Beppo Levi �a la suite croissante des gj qui converge vers f , on obtientZ
f(x) dx = lim

j!1

Z
gj(x) dx � lim

j!1

�
inf
k�j

Z
fk(x) dx

�
= lim

j!1

Z
fj(x) dx;

ce qui est le r�esultat cherch�e.

Remarque 1.1.7. | Dans le cas particulier o�u la limite des int�egrales est nulle,
on peut en d�eduire que l'int�egrale de la limite

R
limj!1 fj(x) dx est nulle.

En g�en�eral, ce th�eor�eme ne fournit qu'une in�egalit�e, et il est important de
bien comprendre les deux raisons, illustr�ees par les deux exemples suivants,
qui peuvent empêcher l'int�egrale de passer �a la limite. Pour en avoir une
repr�esentation plus imag�ee, on pourra penser que les fj sont des densit�es de
masses positives.

| La fonction fj est �egale �a 1 sur l'intervalle [j; j + 1] et �a 0 dans le compl�e-
mentaire. On a fj(x) ! 0 en tout point x alors que lim

R
fj(x) dx = 1. On

voit que \la masse disparâ�t �a l'in�ni".

| La fonction fj est �egale �a j sur l'intervalle ]0; 1=j[ et �a 0 dans le compl�e-
mentaire. On a encore fj(x) ! 0 en tout point x et lim

R
fj(x) dx = 1. On
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peut dire que \la masse se concentre sur un ensemble de mesure nulle", en
l'occurence l'ensemble r�eduit �a l'origine.

Le lecteur pourra construire beaucoup d'exemples analogues. Nous verrons
plus loin que le th�eor�eme de Lebesgue, dont l'hypoth�ese signi�e grosso modo
que l'on se pr�emunit contre ces deux types d'accident, permettra de passer �a
la limite.

Exercice 1.1.8. | Rappelons d'abord la d�e�nition de la limite inf�erieure

d'une suite de nombres r�eels born�ee inf�erieurement

lim inf
j!1

xj = lim
j!1

�
inf
k�j

xk

�
2]�1;+1];

les bornes inf�erieures du membre de droite �etant bien d�e�nies, et formant une
suite qui crô�t avec j.

D�emontrer la forme plus g�en�erale suivante du th�eor�eme de Fatou : si fj est
une suite quelconque de fonctions positives, on aZ

lim inf
j!1

fj(x) dx � lim inf
j!1

Z
fj(x) dx:

1.2. Fonctions sommables

D�e�nition 1.2.1. | Soit f une fonction d�e�nie dans Rn �a valeurs dans

C . On dit que f est sommable (ou int�egrable au sens de Lebesgue) si on aZ
R
n

jf(x)j dx <1:

L'espace des fonctions sommables est not�e L1(Rn).

Dans la pratique, pour montrer qu'une fonction est sommable, il suÆt de
montrer qu'elle est major�ee en module par une fonction positive d'int�egrale
�nie.

Dans le cas o�u une fonction sommable f est �a valeurs r�eelles, on peut l'�ecrire
sous la forme f = g�h o�u g et h sont positives et d'int�egrales �nies. On peut
par exemple prendre f = f+ � f�, en posant f�(x) = max f�f(x) ; 0g, et les
fonctions f� sont major�ees par la fonction jf j qui est d'int�egrale �nie.

On d�e�nit alors l'int�egrale de f parZ
R
n

f(x) dx =

Z
R
n

g(x) dx �
Z
R
n

h(x) dx;

le r�esultat ne d�ependant pas de la d�ecomposition choisie. En posant en e�et
r = g�f+, on a �egalement h�f� = r, la fonction r �etant positive et d'int�egrale
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�nie (elle est major�ee par g). On a alors
R
g =

R
f++

R
r,
R
h =

R
f�+

R
r et

donc
R
g �

R
h =

R
f+ �

R
f�.

Si f = f1 + if2 est sommable et �a valeurs complexes, les fonctions fj sont
alors sommables, et on pose

R
f =

R
f1 + i

R
f2.

�A partir des propri�et�es correspondantes pour les fonctions positives, on
montre facilement les propri�et�es �el�ementaires suivantes.

Lin�earit�e. | L'espace L1(Rn) est un espace vectoriel, et l'application f 7!
R
f

est lin�eaire de L1(Rn) dans C .

Croissance. | Pour f et g sommables �a valeurs r�eelles v�eri�ant f(x) � g(x)
pour tout x, on a

R
f �

R
g.

Pour f et g sommables �a valeurs complexes, on a����Z f(x) dx

���� � Z jf(x)j dx ; (1.3)

et Z
jf(x) + g(x)j dx �

Z
jf(x)j dx+

Z
jg(x)j dx : (1.4)

D�emontrons par exemple l'additivit�e pour des fonctions r�eelles. Si f = g�h
et f 0 = g0 � h0 sont des d�ecompositions de f et f 0 en di��erences de fonctions
positives d'int�egrale �nie, on a la d�ecomposition f + f 0 = (g + g0) � (h + h0)
et donc

R
(f + f 0) =

R
(g + g0)�

R
(h+ h0), ce qui entrâ�ne le r�esultat voulu.

Montrons �egalement (1.3), qui entrâ�ne facilement (1.4). Soit � un nombre
complexe de module 1 tel que �

R
f soit r�eel positif. On a alors����Z f(x) dx

���� = Z Re(�f(x)) dx �
Z �

Re(�f(x))
�
+
dx �

Z
jf(x)j dx:

1.2.2. Int�egration sur un sous-ensemble. | Consid�erons un sous-
ensemble A de Rn et f une fonction d�e�nie sur A. On notera f

A
la fonction

�egale �a f(x) pour x 2 A et �a 0 sinon.

On dit que la fonction f est sommable sur A si la fonction f
A
est sommable

dans Rn . On note L1(A) l'espace des fonctions sommables sur A, et on pose
alors Z

A

f(x) dx =

Z
R
n

f
A
(x) dx:
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Le passage de f �a f
A
permet d'associer �a tout r�esultat sur l'espace L1(Rn)

un r�esultat correspondant sur L1(A), que nous laisserons au lecteur le soin
d'�enoncer.

Remarque 1.2.3. | Si deux fonctions f et g sont �egales presque partout, et

si l'une d'elles est sommable, l'autre l'est aussi, et elles ont la même int�e-

grale. On a en e�et
��R f � R g�� � R jf � gj , quantit�e qui est nulle d'apr�es la

proposition 1.1.5. En particulier, l'int�egrale d'une fonction sur un ensemble
de mesure nulle est toujours nulle. De même, en dimension 1, il est �equivalent
d'int�egrer une fonction f sur [a; b] ou sur ]a; b[, le r�esultat �etant habituellement

not�e
R
b

a
f(x) dx.

Int�egrale d'une fonction d�e�nie presque partout. | Soit f une fonction d�e�nie

seulement presque partout dans Rn . Si l'un de ses prolongements ef �a l'espace
entier est sommable, il r�esulte de la remarque pr�ec�edente que tous les autres
prolongements le sont aussi et qu'ils ont tous la même int�egrale. Par abus
de langage et de notation, on dit encore dans ce cas que la fonction f est

sommable dans Rn et on note
R
R
n f(x) dx l'int�egrale de ef .

Le th�eor�eme suivant est d'une importance capitale. La sup�eriorit�e de l'int�e-
grale de Lebesgue sur l'int�egrale de Riemann est due en partie au fait que
l'on peut int�egrer plus de fonctions, mais elle est surtout due au fait que l'on
dispose de th�eor�emes beaucoup plus eÆcaces. On comparera l'�enonc�e suivant,
et le th�eor�eme de d�erivation sous le signe somme qui en d�ecoule, aux r�esultats
analogues fond�es sur la convergence uniforme.

Th�eor�eme 1.2.4 (de Lebesgue ou de la convergence domin�ee)

Soit fj une suite de fonctions qui converge presque partout vers une fonction
f . On suppose qu'il existe une fonction positive sommable �xe h telle que l'on

ait jfj(x)j � h(x) p.p. pour tout j. On a alorsZ
jf(x)� fj(x)j dx! 0 (1.5)

et Z
fj(x) dx!

Z
f(x) dx: (1.6)

Consid�erons les ensembles Aj = fxj jfj(x)j > h(x)g et l'ensemble B constitu�e
des points x o�u la suite fj(x) ne converge pas vers f(x). Ces ensembles sont de

mesure nulle par hypoth�ese, et il en est donc de même de N = B
S�S

1

j=0Aj

�
.

En posant efj(x) = fj(x) pour x 62 N et efj(x) = 0 pour x 2 N , et en d�e�nissant

de même ef , il suÆt de d�emontrer le th�eor�eme en rempla�cant les fonctions fj

par les efj (les int�egrales sont inchang�ees), et nous nous sommes ainsi ramen�es
au cas o�u les majorations et la convergence ont lieu partout.
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En posant gj(x) =
��� efj(x)� ef(x)���, puis hj(x) = supk�j gk(x), on voit faci-

lement que hj est une suite d�ecroissante de fonctions positives qui tend vers
0 en tout point, et que l'on a hj(x) � 2h(x) en tout point. Il nous reste �a
prouver que l'int�egrale de hj tend vers 0, ce qui entraine imm�ediatement (1.5)
et (1.6).

En appliquant le th�eor�eme de la convergence monotone �a la suite croissante
de fonctions positives 2h� hj , qui tend vers 2h en tout point, on obtient

lim
j!1

Z
(2h(x) � hj(x)) dx = 2

Z
h(x) dx:

Comme la fonction h est sommable, l'int�egrale �gurant au premier membre
est la di��erence des int�egrales de 2h et de hj . Cela prouve que

R
hj(x) dx! 0

et ach�eve la d�emonstration.

Exercice 1.2.5. | Soit Aj une suite croissante de sous-ensembles de Rn et

posons A =
S
j
Aj . D�emontrer que, pour toute fonction f 2 L1(A), on aR

A
f(x) dx = limj!1

R
Aj
f(x) dx. D�emontrer qu'une fonction f d�e�nie sur A

appartient �a L1(A) si et seulement si supj
R
Aj
jf(x)j dx <1.

Th�eor�eme 1.2.6 (de d�erivation sous le signe somme)

Soient I un intervalle de R et A un sous-ensemble de Rn . On se donne une

fonction f d�e�nie sur A� I v�eri�ant les trois hypoth�eses suivantes.

(a) Pour tout � 2 I, la fonction x 7! f(x; �) est sommable sur A

(b) La d�eriv�ee partielle @f=@� (x; �) existe en tout point de A� I

(c) Il existe une fonction h positive et sommable sur A telle que l'on ait

j@f=@� (x; �)j � h(x) quels que soient x et �.

Alors la fonction F d�e�nie par

F (�) =

Z
A

f(x; �) dx (1.7)

est d�erivable dans I, et on a

F 0(�) =

Z
A

@f

@�
(x; �) dx: (1.8)

1.2.7. Mode d'emploi. | Ce r�esultat ne prend toute sa force que si on
l'accompagne des deux remarques suivantes.

(a)|Avant d'appliquer le th�eor�eme, on peut retirer du domaine d'int�egration
un ensemble de mesure nulle, ce qui ne change pas les int�egrales dans (1.7)
et (1.8), et donc ne v�eri�er les hypoth�eses que dans l'ensemble A0 ainsi obtenu.
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Par contre, il ne suÆrait pas que, pour chaque �, les hypoth�eses soient
satisfaites sauf sur un sous-ensemble de A, fût-il r�eduit �a un point, qui d�epend
de � (voir l'exercice 1.2.10).

(b) | La d�erivabilit�e est une propri�et�e locale. Pour prouver que F est d�e-
rivable dans I, il suÆt de montrer que F est d�erivable dans tout intervalle
compact [c; d] � I. Il suÆra donc de trouver des fonctions positives sommables
hcd qui majorent @f=@� en module lorsque � parcourt [c; d].

Remarque 1.2.8. | Il existe un th�eor�eme de continuit�e sous le signe somme

pour F (�) =
R
A
f(x; �) dx, lorsque � parcourt un ouvert de Rp ou même un

espace m�etrique quelconque, et le lecteur pourra l'�enoncer s'il le d�esire. Il faut
prouver que pour toute suite �j tendant vers un point �0, on a F (�j)! F (�0),
et le th�eor�eme de Lebesgue fournit imm�ediatement les conditions voulues.

Lorsque � parcourt un ouvert ! � Rp , pour prouver que F est de classe C1

on proc�ede g�en�eralement en deux temps. On prouve d'abord l'existence des
@F=@�i en gelant les autres variables �j et en appliquant le th�eor�eme 1.2.6
�a la fonction de x et �i ainsi obtenue. Les @F=@�i �etant exprim�ees par une
int�egrale, on prouve ensuite leur continuit�e dans ! �a l'aide de l'argument
ci-dessus.

1.2.9 . D�emonstration du th�eor�eme 1.2.6. | On a, � �etant �x�e,

1

l

�
F (�+ l)� F (�)

�
=

Z
A

gl(x) dx;

o�u on a pos�e

gl(x) =
1

l

�
f(x; �+ l)� f(x; �)

�
:

La fonction gl converge en tout point vers @f=@�. D'autre part, on a jgl(x)j �
sup0���1 j@f=@� (x; � + �l)j � h(x) d'apr�es le th�eor�eme des accroissements
�nis, et le r�esultat est cons�equence imm�ediate du th�eor�eme de Lebesgue.

Exercice 1.2.10. | Soit ' une fonction continue sur [0; 1]. On consid�ere, dans
[0; 1] � [0; 1] la fonction f d�e�nie par f(x; �) = '(x) si x � � et f(x; �) = 0

sinon. On pose F (�) =
R 1
0 f(x; �) dx. Pour chaque � la d�eriv�ee partielle @f=@�

existe sauf en un point, et elle est major�ee par une fonction sommable �xe :
la fonction 0. D�eterminer la d�eriv�ee de F .

Exercice 1.2.11. | (a) Soit f une fonction sommable sur ]0;1[. Pour � 2
[0;1[, on d�e�nit sa transform�ee de Laplace F par F (�) =

R
1

0 e��tf(t) dt.
D�emontrer que F est continue sur [0;1[.

(b) On suppose maintenant que f , toujours d�e�nie sur ]0;1[, est telle que

(1 + t)�Nf(t) est sommable pour un N convenable. D�emontrer que F (�)
est bien d�e�nie par la formule ci-dessus pour � 2]0;1[, et que la fonction F
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est de classe C1 sur cet intervalle. D�eterminer la transform�ee de Laplace de
t 7! tkf(t).

(c) Sous les hypoth�eses de (b), pour z = x + iy complexe v�eri�ant x > 0, on
pose F (z) =

R
1

0 e�ztf(t) dt. D�emontrer que F est une fonction de classe C1

(et même C1) des variables x; y dans le demi-plan x > 0. D�emontrer que l'on
a @F=@x + i@F=@y = 0. En d�eduire que, pour tout z dans ce demi-plan, il
existe Az 2 C tel que l'on ait, pour h complexe, F (z+h) = F (z)+Azh+hr(h)
avec limh!0 r(h) = 0 (de telles fonctions sont dites holomorphes).

Exercice 1.2.12. | (a) Pour x > 0, on pose �(x) =
R
1

0 e�ttx�1 dt (fonction
� d'Euler). D�emontrer que la fonction � est de classe C1 sur ]0;1[.

(b) D�emontrer que �(x) ! +1 pour x ! 0. (Pourquoi utiliser des "? La
convergence monotone sur ]0; 1] est tellement plus simple.)

(c) Pour Re z > 0, on pose �(z) =
R
1

0 e�ttz�1 dt. D�emontrer que � est
holomorphe (voir l'exercice pr�ec�edent) dans le demi-plan Re z > 0.

Exercice 1.2.13. | Calculer la d�eriv�ee �a droite en 0 de la fonction

� 7!
Z 1

0
(g(x) + �2)1=2 dx

o�u g est une fonction born�ee, positive ou nulle sur ]0; 1[.

1.3. Cas de la dimension 1

Th�eor�eme 1.3.1. | Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et
soit F une primitive de f . On a alorsZ

[a;b]
f(x) dx = F (b)� F (a):

Consid�erons la fonctionG(x) =
R
[a;x] f(t) dt. On a, pour l > 0 (le raisonnement

serait le même pour l < 0)

1

l

�
G(x+l)�G(x)

�
=

1

l

Z
[x;x+l]

f(t) dt

=
1

l

Z
[x;x+l]

f(x) dt+
1

l

Z
[x;x+l]

�
f(t)� f(x)

�
dt: (1.9)

D'apr�es le propri�et�e (c) de la section 1.1, l'int�egrale d'une constante M sur un
intervalle [a; b] est �egale �aM(b�a). Le membre de droite de (1.9) est la somme
de f(x) et d'une quantit�e major�ee en module par max[x;x+l] jf(t)� f(x)j qui
tend vers 0 avec l. Il en r�esulte que G est d�erivable, et que G0(x) = f(x). La
fonction F �G est donc constante, et on a G(b)�G(a) = F (b)� F (a) ce qui
est le r�esultat voulu.
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On voit donc que l'int�egrale de Lebesgue est un prolongement de l'int�egrale
de Riemann des fonctions continues. Cela dit, l'�etude pr�ealable de l'int�e-
grale de Riemann n'est nullement n�ecessaire. Pour le calcul des int�egrales de
Lebesgue, on peut �a la fois utiliser le calcul des primitives dans les cas simples
et disposer de th�eor�emes puissants sur les passages �a la limite.

Exercice 1.3.2. | Soit f une fonction int�egrable au sens de Riemann sur [a; b].
D�emontrer que f est sommable et que les deux d�e�nitions de l'int�egrale de
f co��ncident. On pourra, pour chaque entier m, poser h = (b � a)=2m et
introduire les fonctions 'm [resp.  m] constantes sur chaque intervalle [kh; (k+
1)h[ et y prenant comme valeur le sup [resp. inf] de f sur le même intervalle.
On montrera ensuite que les suites ('m) et ( m) sont monotones et, en utilisant
la proposition 1.1.5, que l'on a inf 'm = sup m p.p.

Bien entendu, on ne se privera pas de la notation classique
R
b

a
f(x) dx pour

d�esigner, selon les cas, l'int�egrale sur ]a; b[ ou l'oppos�e de l'int�egrale sur ]b; a[.

1.3.3 . Qu'est-il advenu des int�egrales absolument convergentes : : : | �A la
di��erence de celle de Riemann, l'int�egrale de Lebesgue est directement d�e-
�nie de mani�ere globale sur R. Cela rend beaucoup plus nette la distinction
entre deux concepts de nature tr�es di��erente mais qui sont souvent pr�esent�es
ensemble (sous le nom plus que discutable d'\int�egrales impropres") en th�eorie
de l'int�egrale de Riemann.

Quoi qu'il en soit, il est bien sûr int�eressant d'avoir des relations entre les
int�egrales sur R entier, et celles sur les intervalles �nis. Pour a < b, on notera
fab la fonction �egale �a f pour x 2 [a; b] et �a 0 ailleurs.

Si f est une fonction positive, et si an et bn sont des suites respectivement
d�ecroissant vers �1 et croissant vers +1, la suite des fonctions fanbn converge
en croissant vers la fonction f , et on a convergence des int�egrales d'apr�es le
th�eor�eme de Beppo Levi. On a donc

8f � 0;

Z
R

f(x) dx = lim
a!�1

b!+1

Z
b

a

f(x) dx � +1

formule dans laquelle on peut remplacer lim par sup.

En particulier, en appliquant ce qui pr�ec�ede �a la fonction jf j, on obtient le
r�esultat suivant : pour qu'une fonction f �a valeurs complexes soit sommable,

il faut et il suÆt que sup
R
b

a
jf(x)j dx < +1.

Si la fonction f est sommable, la suite des fonctions fanbn d�e�nies comme
ci-dessus converge vers f en chaque point, et est major�ee en module par la
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fonction sommable �xe jf(�)j. On a donc, en vertu du th�eor�eme de Lebesgue,

8f 2 L1(R);

Z
R

f(x) dx = lim
a!�1

b!+1

Z
b

a

f(x) dx:

On voit que le concept d'int�egrale d'une fonction sommable g�en�eralise celui
d'\int�egrale de Riemann absolument convergente".

Bien entendu ce qui pr�ec�ede s'applique �egalement aux rapports entreR
b

a
f(x) dx et les

R
bn

an
f(x) dx lorsque an et bn tendent respectivement vers a

et b.

1.3.4 . : : : et des int�egrales semi-convergentes? | Il arrive qu'une fonction
f , sommable sur tout compact, ne soit pas sommable sur R mais que les

int�egrales
R
b

a
f(x) dx tendent vers une limite pour a ! �1 et b ! +1.

Un exemple classique est la fonction sinx=x. Il est traditionnel de noter en-

core
R +1
�1

f(x) dx la limite et de parler d'int�egrale semi-convergente, mais de

telles expressions ne sont pas vraiment des int�egrales | aucun th�eor�eme de la

th�eorie de l'int�egration ne s'applique �a elles | ce sont des limites d'int�egrales

et il n'y a gu�ere plus �a en dire. Pour les �etudier, on applique la th�eorie de

l'int�egration aux vraies int�egrales
R
b

a
f(x) dx, et on passe �a la limite avec les

moyens du bord.

1.4. Int�egrales multiples

Th�eor�eme 1.4.1 (Fubini). | Soit f(x; y) une fonction d�e�nie dans le

produit Rp � Rq .
(a) Si f est �a valeurs dans R+ , on a l'�egalit�e suivante, o�u les trois membres

d�e�nissent un �el�ement de R+ZZ
R
p+q

f(x; y) dx dy =

Z
R
p

�Z
R
q

f(x; y) dy

�
dx =

Z
R
q

�Z
R
p

f(x; y) dx

�
dy

(1.10)

(b) Si f est sommable dans Rp+q , les trois membres de (1.10) ont un sens

dans C et sont �egaux. Pour être pr�ecis, dire que le troisi�eme membre a un

sens signi�e les deux choses suivantes :

| pour presque chaque y, la fonction x 7! f(x; y) est sommable dans Rp ,

| la fonction '(y) =
R
f(x; y) dx qui est ainsi d�e�nie presque partout est

sommable dans Rq .
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1.4.2. Mode d'emploi. | On d�esire souvent intervertir les signes d'int�e-
gration, et prouver l'�egalit�e des second et troisi�eme membres de (1.10) pour
une fonction f �a valeurs complexes. On proc�ede en deux temps.

(a) | On prouve d'abord que f est sommable dans Rp+q . Pour cela, on
utilise la forme (a) du th�eor�eme de Fubini pour calculer ou majorer l'int�egraleRR

jf(x; y)j dx dy par int�egration successive dans l'ordre que l'on d�esire.

(b) | Une fois �etabli le fait que f est sommable \du couple", on utilise �a
nouveau le th�eor�eme de Fubini sous la forme (b).

On prendra garde au fait suivant : il peut tr�es bien arriver (pour une fonc-
tion non sommable dans Rp+q ) que les second et troisi�eme membres de (1.10)
aient un sens dans C , et qu'ils soient di��erents.

Remarque 1.4.3. | Pour calculer l'int�egrale double d'une fonction f sur un
sous-ensemble A de Rp+q , on se ram�ene au cas de l'int�egration de la fonction
f
A
. Le troisi�eme membre, par exemple, de (1.10) devientZ

�(A)

(Z
Ay

f(x; y) dx

)
dy

o�u Ay est la \tranche" fx 2 Rp j (x; y) 2 Ag, et o�u �(A) est la projection de A
sur Rq .

Exercice 1.4.4. | Soit A le graphe d'une application de Rn�1 dans R. D�e-
montrer que A est de mesure nulle dans Rn .

Th�eor�eme 1.4.5 (de changement de variable). | Soient 
1 et 
2

deux ouverts de Rn , et � un di��eomorphisme de 
1 sur 
2. On notera J�(x)
le d�eterminant de la matrice jacobienne de � au point x

J� =

������
@�1=@x1 � � � @�1=@xn
� � � � � � � � �

@�n=@x1 � � � @�n=@xn

������ :
Soit f une fonction d�e�nie sur 
2.

(a) Si la fonction f est �a valeurs dans R+ , on a l'�egalit�e suivante, o�u les deux

membres ont un sens dans R+Z

2

f(y) dy =

Z

1

f
�
�(x)

�
jJ�(x)j dx: (1.11)

(b) Si f est �a valeurs complexes, elle est sommable dans 
2 si et seulement si la

fonction f(�(x)) jJ�(x)j est sommable dans 
1 et les deux membres de (1.11)
sont alors �egaux.
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Remarque 1.4.6. | Il est souvent utile, pour se trouver dans les conditions
d'application du th�eor�eme, de retirer des domaines d'int�egration des ensembles
de mesure nulle, ce qui ne change aucune des int�egrales. Par exemple, les
coordonn�ees polaires ne fournissent pas de di��eomorphisme du plan sur un
ouvert. Par contre, si on retire du plan l'origine et le demi-axe des x n�egatif,
on obtient un di��eomorphisme de ]0;1[�]��; �[ sur l'ouvert ainsi obtenu, et
donc la formule classique (le jacobien �etant �egal �a r)ZZ

R
2

f(x; y) dx dy =

ZZ
]0;1[�]��;�[

f(r cos �; r sin �) r dr d�;

valable pour f positive ou sommable.

On utilisera parfois la formule analogue dans Rn . Ce n'est pas exactement
une application directe du th�eor�eme, mais on s'y ram�ene facilement en prenant
des �equations locales de portions de la sph�ere unit�e Sn�1 de Rn . On notera �
le point courant de celle-ci, et d�

�
la mesure de surface (voir la section A.3).Z

R
n

f(x) dx =

Z
1

0

Z
S
n�1

f(r�)rn�1 dr d�
�
:

1.5. Espaces L1, L2, L1

1.5.1. L'espace L1(Rn). | Nous l'avons d�e�ni comme l'espace des fonc-
tions sommables. Si on pose kfk =

R
jf(x)j dx, on voit facilement que

k�fk = j�j kfk, et (1.4) exprime que kf + gk � kfk+kgk. Ce n'est n�eanmoins
pas une norme sur L1(Rn), car la relation kfk = 0 �equivaut d'apr�es la proposi-
tion 1.1.5 �a f = 0 p.p. et non pas �a f = 0. Pour la même raison, l'application
(f; g) 7!

R
jf(x)� g(x)j dx v�eri�e l'in�egalit�e du triangle mais n'est pas une

distance.

Cela n'empêche pas de d�e�nir la convergence en moyenne. On dit qu'une
suite fj d'�el�ements de L1(Rn) converge en moyenne vers f si

R
jfj(x)�f(x)j dx

tend vers 0 pour j ! 1. On n'a pas unicit�e de la limite f , mais on a
le r�esultat suivant : pour que fj converge �egalement en moyenne vers une

fonction ef , il faut et il suÆt que f = ef p.p.. Il est clair que la condition est
suÆsante, les int�egrales de jfj(x)� f(x)j et de jfj(x)� ef(x)j �etant les mêmes.
R�eciproquement, si fj converge en moyenne vers f et ef , on a

R
jf � ef j �R

jf � fjj +
R
j ef � fjj pour tout j. Le premier membre est donc nul, ce qui

entrâ�ne f = ef p.p. d'apr�es la proposition 1.1.5.

Tous ces r�esultats sugg�erent de passer au quotient par la relation d'�equiva-
lence f = g p.p., ce que nous ferons dans la section 2.6. Le r�esultat suivant,
que nous admettrons, est important.
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Th�eor�eme 1.5.2. | Soit f un �el�ement de L1(Rn). Il existe une suite fj
de fonctions continues �a support compact (c'est-�a-dire nulles en dehors d'un

ensemble born�e) qui converge vers f en moyenne.

Exercice 1.5.3. | Soit f 2 L1(Rn). On d�e�nit la transform�ee de Fourier bf
de f par bf(�) = R e�ix��f(x) dx pour tout � 2 Rn .
(a) Montrer que la fonction bf est continue et born�ee et que l'on a

sup�2Rn
�� bf(�)�� � R jf(x)j dx.

(b) D�emontrer que, si ' est continue �a support compact, la fonction b' tend vers

0 �a l'in�ni (on montrera, en posant � = �=�, que bf(�) = �
R
e�ix��f(x+�) dx).

(c) En d�eduire que, pour f 2 L1(Rn), la fonction bf tend vers 0 �a l'in�ni.

1.5.4. L'espace L2(Rn). | C'est l'espace des fonctions de carr�e sommable,

c'est-�a-dire telles que
R
jf(x)j2 dx <1. �A partir des relations jf(x) + g(x)j2 �

2(jf(x)j2+ jg(x)j2) et jf(x)g(x)j � 1=2(jf(x)j2+ jg(x)j2), on montre facilement
que L2(Rn) est un espace vectoriel et que, pour deux �el�ements de cet espace,
la quantit�e

(f j g) =
Z
R
n

f(x)g(x) dx (1.12)

d�e�nit un �el�ement de C , la fonction �a int�egrer �etant sommable.

Il est facile de voir que cette expression poss�ede toutes les propri�et�es d'un
produit scalaire, �a l'exception de la suivante : la nullit�e de (f j f) �equivaut �a
f = 0 p.p. et non �a f = 0. Cela nous sugg�ere encore de passer au quotient par
la relation d'�equivalence f = g p.p. Nous le ferons dans la section 2.6 o�u l'on
trouvera d'autres propri�et�es des fonctions de carr�e sommable.

La quantit�e (f � g j f � g)1=2 =
�R

jf(x)� g(x)j2 dx
�1=2

est appel�ee �ecart

quadratique moyen de f et g et on dit que fj converge vers f en moyenne
quadratique si l'�ecart quadratique moyen de f et fj tend vers 0.

1.5.5. L'espace L1(Rn). | Il s'agit de l'espace des fonctions qui sont pres-
que partout �egales �a une fonction born�ee.

Th�eor�eme et D�e�nition 1.5.6. | Soit f une fonction �a valeurs r�eelles

d�e�nie sur Rn . On dit que M 2 R est un presque majorant de f si on a

f(x) �M p.p. Si f est presque major�ee, l'ensemble de ses presque majorants

poss�ede un plus petit �el�ement, que l'on appelle la borne sup�erieure essentielle

de f et que l'on note sup ess f(x).

Soit � la borne inf�erieure de l'ensemble des presque majorants de f . Il suÆt
de montrer que � est encore un presque majorant de f . Pour chaque entier
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j, le nombre � + 1=j est un presque majorant et il existe donc un ensemble
n�egligeable Aj en dehors duquel on a f(x) � � + 1=j. L'ensemble A =

S
Aj

est de mesure nulle, et on a f(x) � � dans le compl�ementaire de A ce qui
ach�eve la d�emonstration.

On appelle L1(Rn) l'espace des fonctions essentiellement born�ees, c'est-
�a-dire telles que la fonction jf(x)j poss�ede un presque majorant. On v�eri�e
facilement que l'application f 7! sup ess jf(x)j poss�ede toutes les propri�et�e
d'une norme, �a l'exception du fait que la nullit�e de sup ess jf(x)j implique
seulement f = 0 p.p.

1.6. Sur la construction de l'int�egrale

Le but de cette section est de donner un aper�cu tr�es super�ciel de la
construction de l'int�egrale de Lebesgue et de dire quelques mots des questions
de mesurabilit�e. Le lecteur int�eress�e par la th�eorie pourra se reporter par
exemple �a l'ouvrage de W. Rudin cit�e dans la bibliographie.

On d�e�nit d'abord la mesure des ensembles pavables, c'est �a dire des en-
sembles qui sont r�eunion �nie de pav�es d'int�erieur disjoint, comme �etant �egale
�a la somme des volumes de ces pav�es | apr�es avoir v�eri��e que le r�esultat ne
d�epend pas de la d�ecomposition choisie.

Un premier passage �a la limite d�e�nit la mesure d'un ouvert 
 de Rn :
c'est la borne sup�erieure des mesures des ensembles pavables contenus dans

. Un second passage �a la limite d�e�nit la mesure d'un compact : c'est la
borne inf�erieure des mesures des ouverts qui le contiennent. On dit alors qu'un
ensemble A est mesurable (pour la mesure de Lebesgue) si, pour tout " > 0,
on peut trouver une suite de compacts Kj et une suite d'ouverts 
j tels que
l'on ait Kj � 
j,

1[
j=0

Kj � A �
1[
j=0


j et

1X
0

�(
j nKj) � ":

On d�e�nit alors la mesure de A par

�(A) = inf

�A


 ouvert

�(
) = sup
K�A

K compact

�(K) � +1:

Les r�esultats les plus importants que l'on obtient au terme de cette construc-
tion sont les suivants.

| Les ensembles mesurables forment une tribu c'est-�a-dire une famille de
parties de Rn qui est stable par passage au compl�ementaire et par r�eunion
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d�enombrable (et donc par intersection d�enombrable). Cette tribu contient
notamment les ouverts et les ferm�es.

| La mesure � est une application croissante et d�enombrablement additive
(voir le nÆ1.1.2) de la tribu des ensembles mesurables dans R+ .

On dit ensuite qu'une application f de Rn dans R+ est mesurable si l'image
r�eciproque de tout intervalle est un ensemble mesurable, et on d�e�nit en�n
l'int�egrale de f par la formuleZ

f(x) dx = sup
h>0

1X
j=0

�
�
f�1([jh; (j + 1)h[)

�
j h (1.13)

(sauf dans le cas o�u f prend la valeur +1 sur un ensemble de mesure > 0,
auquel cas on pose bien entendu

R
f = +1). On peut d'ailleurs remplacer

suph>0 par limh!0 dans la formule ci-dessus. On interpr�ete souvent cette

3h

2h

h

La fonction fh et son int�egrale

formule en disant que l'int�egrale de Lebesgue d�ecoupe f selon l'axe des y, alors
que l'int�egrale de Riemann la d�ecoupe selon l'axe des x. L'expression (1.13)
exprime e�ectivement

R
f(x) dx comme limite d'int�egrales

R
fh(x) dx, o�u la

fonction fh est �egale �a kh lorsque kh � f(x) < (k + 1)h.

On voit les avantages de cette m�ethode : les fonctions fh approchent f �a h
pr�es en norme uniforme, même pour des fonctions f tr�es irr�eguli�eres, alors que
l'approximation uniforme par des fonctions constantes sur des intervalles ne
fonctionne que pour des fonctions tr�es particuli�eres (continues ou plus g�en�e-
ralement r�egl�ees). En outre, l'approximation est \presque" croissante : on voit
facilement que l'on a fh=2 � fh, et la suite des f2�n par exemple est croissante.
Cela rend plus naturel le th�eor�eme de Beppo Levi, dont la d�emonstration n'est
e�ectivement plus tr�es diÆcile �a ce stade.
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Le prix �a payer est bien sûr le fait que, pour d�e�nir l'int�egrale de fh, il
faut disposer de la mesure des ensembles f�1([kh; (k + 1)h[), ensembles qui
peuvent être tr�es compliqu�es, ce qui n�ecessite toute la construction pr�ec�edente.
Au contraire, l'int�egrale de Riemann n'utilisait que le concept �el�ementaire de
mesure d'un intervalle.

1.6.1. Existe-t-il des ensembles et des fonctions non mesurables?

L'exp�erience sugg�ere la r�eponse non. En e�et, les ensembles mesurables
forment une tribu contenant les ouverts et il en r�esulte que l'espace des fonc-
tions mesurables contient les fonctions continues et est stable par toutes les
op�erations d�enombrables usuelles : limite d'une suite (ou somme d'une s�erie)

de fonctions qui converge en chaque point, sup ou inf d�enombrable; : : : �A titre
d'exemple, le lecteur pourra voir dans l'exercice B.2.4 que la fonction �egale �a
1 en tout point rationnel et �a 0 en tout point irrationnel | le type même de
la fonction non int�egrable au sens de Riemann, alors que c'est une excellente
fonction sommable d'int�egrale nulle | est limite d'une suite de fonctions dont
chacune est limite d'une suite de fonctions continues. On peut bien sûr faire
beaucoup plus compliqu�e, mais on n'arrive jamais �a construire une fonction
non mesurable sans faire appel �a l'axiome du choix.

La v�eritable r�eponse �a la question pos�ee est : cela d�epend des axiomes mis

�a la base des math�ematiques. On a en e�et les deux r�esultats suivants.

| Si on adjoint l'axiome du choix aux axiomes usuels de la th�eorie des en-
sembles, on peut prouver e�ectivement qu'il existe des ensembles non mesu-
rables (voir l'exercice 1.6.2).

| Par contre, un r�esultat relativement r�ecent de logique math�ematique (Solo-
vay, 1966) assure que l'on peut adjoindre �a ces mêmes axiomes, sans introduire
de contradiction, les formes d�enombrables de l'axiome du choix et l'axiome
\tout sous-ensemble de Rn est mesurable".

Dans la pratique cela signi�e que, �a moins de le faire expr�es �a l'aide de
l'axiome du choix, il est exclu que l'on ait �a consid�erer des fonctions non
mesurables. C'est pourquoi ce cours a �et�e �ecrit comme si toutes les fonctions
�etaient mesurables. La v�eritable raison est bien sûr une question de temps,
il y a mieux �a faire que de d�emontrer, par des m�ethodes r�ep�etitives, des r�e-
sultats dont on sait d'avance qu'ils sont toujours vrais. Le lecteur n'aura qu'�a
ajouter mentalement l'adjectif \mesurable" chaque fois qu'il rencontrera le
mot \ensemble" ou \fonction".

Cela dit, le lecteur excessivement scrupuleux qui serait choqu�e par cette
fa�con de faire pourra se placer dans le syst�eme d'axiomes autoris�e par Solovay.
C'est un cadre dans lequel on peut d�evelopper toute l'analyse classique, et o�u
tous les �enonc�es de ce chapitre sont e�ectivement des th�eor�emes.



1.7. Les quatre op�erations 25

Ce qui pr�ec�ede s'applique �a la mesure de Lebesgue, et il ne faudrait pas en
conclure que toutes les questions de mesurabilit�e sont sans int�erêt. En th�eorie
des probabilit�es, on introduit fr�equemment plusieurs tribus (d�ependant par
exemple du temps), la mesurabilit�e d'une variable al�eatoire X par rapport �a
telle ou telle tribu ayant un contenu probabiliste pr�ecis. Dans un tel contexte,
la d�emonstration de la mesurabilit�e d'une variable al�eatoire peut être un r�e-
sultat important, et �eventuellement diÆcile.

Exercice 1.6.2. | Soit Q1 l'ensemble des nombres rationnels contenus dans
[�1; 1], dont on num�erotera les �el�ements : Q1 = fr1; r2; : : :g. On consid�ere,
dans l'ensemble [0; 1], la relation d'�equivalence (x � y) 2 Q1. On forme un
ensemble A en choisissant un point et un seul dans chaque classe d'�equivalence
(on notera que l'ensemble des classes d'�equivalences n'est pas d�enombrable).
D�emontrer que A n'est pas mesurable. (On introduira les ensembles translat�es
An = A+rn, on montrera que ces ensembles sont disjoints et que l'on a [0; 1] �S
n
An � [�1; 2]. On montrera ensuite, en supposant A mesurable, que les

hypoth�eses �(A) = 0 et �(A) > 0 conduisent toutes deux �a une contradiction.)

1.7. Les quatre op�erations

On dit souvent que l'int�egration est l'op�eration inverse de la d�erivation et il semble, nous

y reviendrons, qu'il y ait quelque apparence de v�erit�e dans cette assertion en dimension 1.

Qu'en est-il en dimension sup�erieure?

Dans Rn , il faut remplacer la d�erivation par la di��erentiation, op�eration qui �a une fonction

f (de classe C1 pour �xer les id�ees) associe sa di��erentielle df =
P
(@f=@xi)dxi. On connâ�t

bien l'op�eration inverse, qui est la r�esolution des �equations dites \aux di��erentielles totales" :

les fonctions �i �etant donn�ees (disons de classe C1 dans un ouvert 
), d�eterminer f telle

que df =
P
�idxi. Le lecteur n'ignore pas que les conditions @�i=@xj = @�j=@xi sont

n�ecessaires pour avoir l'existence d'une solution, et qu'elles sont suÆsantes dans un \bon"

ouvert (convexe, �etoil�e ou plus g�en�eralement \simplement connexe" conviennent).

Quoi qu'il en soit, l'op�eration inverse de la di��erentiation n'a rien �a voir avec l'int�egration

dans Rn , et on peut se demander quelle est l'op�eration inverse de celle-ci.

Avant de poursuivre, nous allons examiner un type de raisonnement courant en Physique.

Par exemple, dans un ouvrage d'�electrostatique o�u on demande de calculer le potentiel U

cr�e�e �a l'origine par une r�epartition de charges de densit�e �(r), (r = (x; y; z)), on pourra

trouver le raisonnement suivant.

Consid�erons autour du point r un parall�el�epip�ede in�nit�esimal de côt�es

dx; dy; dz. Il porte une charge �(r)dxdy dz qui cr�ee �a l'origine un potentiel

dU =
1

4�"0r
�(r)dxdy dz; r = jrj : (1.14)

On a donc

U =
1

4�"0

Z
�(r)

r
dxdy dz: (1.15)
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Ce texte pose quelques questions : d'o�u vient le donc ci-dessus ; s'il y a une di��erentielle dU

existerait-il une fonction U , et si oui une fonction de quoi?

Pour r�epondre sur le plan math�ematique aux interrogations qui pr�ec�edent, il faut en fait

introduire deux concepts et �enoncer deux th�eor�emes.

On appelle mesure (nous continuons �a faire comme si tous les ensembles �etaient mesu-

rables) une application A 7! m(A) qui �a tout sous-ensemble A de Rn associe un �el�ement de

R+ , qui v�eri�e m(;) = 0 et la propri�et�e d'additivit�e d�enombrable : si des Aj , j 2 N, sont

deux �a deux disjoints, on a m([Aj) =Pm(Aj).

On appelle, lorsqu'elle existe, densit�e au point x de la mesure m par rapport �a la mesure

de Lebesgue �, la quantit�e f(x) d�e�nie comme suit

f(x) =
dm

d�
(x) = lim

r!0

m(B(x; r))

�(B(x; r))
;

o�u B(x; r) d�esigne la boule (que l'on pourrait remplacer par un cube) de centre x et de

rayon r.

Cette quatri�eme op�eration, qui �a une mesure associe sa densit�e, va être l'op�eration inverse

de l'int�egration. C'est ce que montrent les deux r�esultats suivants, que nous ne ferons qu'�e-

noncer.

Th�eor�eme 1.7.1 (de d�erivation de Lebesgue). | Soit f une fonction positive et loca-

lement sommable dans Rn. Alors la fonction d'ensemble m d�e�nie par m(A) =
R
A
f(x) dx

est une mesure qui poss�ede presque partout une densit�e et on a dm

d�
(x) = f(x) p.p.

Th�eor�eme 1.7.2 (Radon-Nikodym). | Soit m une mesure telle que l'on aitm(K) <1
pour tout compact K et m(N) = 0 pour tout ensemble N de mesure de Lebesgue nulle. Il

existe alors une fonction f , sommable sur tout compact, telle que l'on ait m(A) =
R
A
f(x)dx.

Les math�ematiques sous-jacentes au raisonnement �electrostatique ci-dessus sont alors

claires. On consid�ere la fonction d'ensemble U qui �a chaque A � R
n associe le potentiel

U(A) cr�e�e �a l'origine par les charges contenues dans A. Il est raisonnable de penser que c'est

une mesure, l'additivit�e (�nie) �etant explicitement �enonc�ee dans les ouvrages d'�electrosta-

tique sous le nom de principe de superposition. Il reste �a en calculer la densit�e dU=d�, ce

qu'�evoque assez bien l'argument in�nit�esimal et la formule (1.14), et �a appliquer les deux

th�eor�emes ci-dessus pour calculer U = U(R3), ce qui est r�esum�e dans le donc.

Ce type de raisonnement est tr�es courant en physique et chaque fois que, pour une quantit�e

Q, on �ecrit que dQ est proportionnel �a l'�el�ement de volume, on fait appel implicitement �a la

notion de mesure. Il s'agit d'un concept dont l'importance est comparable �a celle du concept

de fonction, et l'absence de r�ef�erence explicite tient sans doute au fait qu'il n'est apparu

historiquement qu'au d�ebut du XXe si�ecle.

L'hypoth�ese du th�eor�eme de Radon-Nikodym (�(N) = 0 ) m(N) = 0) est importante.

Elle n'est pas respect�ee dans le cas de charges port�ees par des surfaces, des courbes ou

des points, et ces cas sont �etudi�es s�epar�ement dans les ouvrages d'�electrostatique (la for-

mule (1.15) donnerait toujours U = 0).

Les quatre op�erations existent en dimension 1, mais on ne les per�coit pas toujours comme

di��erentes. �Etant donn�e une mesure m (de masse �nie pour simpli�er) sur R, on peut

lui associer la fonction croissante F d�e�nie par F (x) = m(] � 1; x]). R�eciproquement,

�a une telle fonction F on associe facilement la fonction additive d'intervalles d�e�nie par

m(]a; b]) = F (b)�F (a) (on peut en fait la prolonger en une mesure) et il est clair que, en un
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point o�u F est d�erivable, la mesure m admet une densit�e �egale �a F 0(x). L'op�eration inverse

de la d�erivation est le calcul des primitives, tandis que le calcul des \int�egrales d�e�nies" est

plutôt l'inverse du calcul de la densit�e d'une mesure.


