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Introduction

Les symétries des figures géométriques, des cristaux et de tous les autres objets de
la physique macroscopique font 1’objet depuis des siecles d’observations et d’études.
En termes modernes, les symétries d’un objet donné forment un groupe. La notion
abstraite de groupe n’a émergé que lentement vers le milieu du dix-neuvieme siecle.
Mais depuis, quel essor! Avec Sophus Lie (1842-1899), Georg Frobenius (1849-1917),
Wilhelm Killing (1847-1923), Elie Cartan (1869-1951), Issai Schur (1875-1941), Her-
mann Weyl (1885-1955) et beaucoup, beaucoup d’autres, la théorie des groupes a pris
une extension énorme, et ses applications a la mécanique quantique et a la théorie des
particules élémentaires se sont développées tout au long du vingtieme siecle. Si cette
histoire vous intéresse, il faut lire I'introduction au livre de Shlomo Sternberg (1994)
cité dans la bibliographie, et consulter les trois livres récents de Charles Curtis', Tho-
mas Hawkins? et Armand Borel®, ou encore les études et comptes rendus de tables
rondes entre physiciens et mathématiciens dans le volume Symmetries in Physics®.

Dans une lettre de 1877 au mathématicien Adolph Mayer, Sophus Lie écrit qu’il
a « créé la théorie des groupes» en janvier 1873. Il s’agit bien sir des groupes qu’il
appelait « groupes continus » et qui sont appelés « groupes de Lie » depuis longtemps®.
Lie cherchait a étendre I'usage des groupes du domaine des équations algébriques, ou
Evariste Galois les avait introduits, a celui des équations différentielles. Inspiré par
les travaux de Camille Jordan et par sa collaboration avec Felix Klein, Lie publia
Iarticle intitulé Uber Gruppen von Transformationen en 1874. Dés 1871, la notion de
générateur infinitésimal d’un groupe a un parametre de transformations était apparue
dans son ceuvre® ; c’est 'ensemble des générateurs infinitésimaux des sous-groupes &
un parametre d’un groupe continu qui forme ce que l'on appelle aujourd’hui une

1 Pioneers of Representation Theory, American Mathematical Society, Providence, RI, 1999.

2 Emergence of the Theory of Lie Groups, Springer, New York, 2000.

3 Essays in the History of Lie Groups and Algebraic Groups, American Mathematical Society,
Providence, RI, 2001.

4Symmetries in Physics (1600-1980), M. G. Doncel, A. Armin, L. Michel and A. Pais, eds.,
Seminari d’Historia de les Ciéncies, Universitat Autonoma de Barcelona, Bellaterra, 1987.

5Le terme apparait en francais en 1893 dans la thése de son éleve Arthur Tresse.

6Ce point de vue fut essentiel dans ’article d’Emmy Noether de 1918 établissant la relation entre
symétries d’un probléme variationnel et lois de conservation. Quelque dix ans plus tard, Noether
publiait un trés important article plagant la théorie des représentations des groupes finis et des
algebres dans le cadre général de la théorie des anneaux non commutatifs.

7



8 Introduction

algebre de Lie. Killing établit entre 1888 et 1890 une classification des algebres de
Lie simples sur le corps des complexes, qui fut corrigée et complétée par Cartan dans
sa theése en 1894. Cartan classifiera les algebres de Lie simples sur le corps des réels,
probleme plus difficile, en 1914.

Cependant Frobenius, répondant & une question posée par Dirichlet, avait inventé
en 1896 la théorie des caracteres des groupes finis, et Schur développait la théorie
des représentations des groupes finis et infinis. Ils publierent conjointement Uber die
reellen Darstellungen der endlichen Gruppen en 1906. Et la théorie des caracteres fut
utilisée par William Burnside dans la deuxieme édition de son traité Theory of Groups
of Finite Order parue en 1911.

Ce furent Eugene Wigner et Weyl qui montrerent le role prééminent de la théorie
des groupes, et de leurs représentations en particulier, dans la nouvelle mécanique
quantique que développaient Heisenberg et Dirac. Wigner le premier introduisit la
théorie des groupes dans deux articles du Zeitschrift fur Physik en 1927. Son livre
Gruppentheorie und ithre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren,
qui parut en 1931, fut suivi en 1939 d’un trés important article dans les Annals of
Mathematics ou il déterminait les représentations du groupe de Poincaré. Weyl publia
d’abord un article au Zeitschrift fir Physik en 1928 et la méme année le livre Grup-
pentheorie und Quantenmechanik. En 1932 parut le livre de Bartel van der Waerden,
Die gruppentheoretische Methode in der Quantenmechanik. Ces trois livres marquent
le début de l'interpénétration de la théorie des groupes et de la physique théorique;
cette coexistence dure toujours. Voici ce que déclarait Wigner en 1983 :

En ce qui concerne la théorie des représentations, je comprenais qu’il
devait exister une telle théorie mais je n’en avais pas connaissance. Dr.
von Neumann, & qui je soumis le probleme (et & qui je présentai les
représentations des groupes de permutations sur trois et quatre éléments
car je pouvais établir celles-ci par des calculs explicites) me donna un tiré
a part de I'article de Frobenius et Schur [de 1906]. Et ce fut merveilleux !®

Abraham Pais, ayant interrogé Wigner vers la fin des années cinquante, raconte ce
point d’histoire un peu différemment : lorsque Wigner avait posé sa question a von
Neumann, celui-ci s’était dirigé vers un coin de la piece, s’était tourné vers le mur
et s’était mis & marmonner. Au bout d’un moment il s’était retourné et avait dit :
« Vous avez besoin de la théorie des caracteres des groupes », puis était aussitot allé
voir Schur et avait obtenu des tirés & part de deux de ses articles [1905 et 1908] qu’il
avait donnés & Wigner?. La sceéne se passait en 1926 & Berlin.

On peut considérer la théorie des représentations de groupes comme une vaste
généralisation de I’analyse de Fourier. Son développement est continu et elle a, depuis

7Ce nom fut proposé beaucoup plus tard, au cours de ’année 1933-1934, par Weyl dans ses
conférences a I'Institute for Advanced Study de Princeton.

8Traduit de Doncel et al., eds., page 633.

9« Johnny walked to a corner of the room, faced the wall, and started mumbling to himself. After
a while he turned around and said : “You need the theory of group characters.’[...] Whereupon von
Neumann went to Issai Schur, obtained reprints of two of his papers and gave them to Wigner »
(A. Pais, The Genius of Science, Oxford University Press, Oxford, 2000, p. 335).
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le milieu du vingtieme siecle, des applications innombrables en géométrie différentielle,
en théorie ergodique, en théorie des probabilités, en théorie des nombres, dans la
théorie des formes automorphes, dans celle des systemes dynamiques ainsi qu’en phy-
sique, chimie, biologie moléculaire et traitement du signal. A Theure actuelle, des
branches entiéres des mathématiques et de la physique en dépendent.

kokk

L’objet de ce cours est d’introduire et d’illustrer les notions les plus fondamentales
concernant les groupes finis et, plus généralement, les groupes topologiques compacts,
d’introduire la notion d’algebre de Lie d’un groupe de Lie, tout au moins dans le cas
des groupes de Lie linéaires (sous-groupes fermés des groupes linéaires), d’étudier en
détails les groupes de Lie SO(3) et SU(2) et, ensuite, le groupe SU(3) avec application
a la théorie des quarks. C’est la notion de représentation d’un groupe, action sur un
espace vectoriel par transformations linéaires, qui joue le role fondamental dans cette
étude.

Au chapitre 1, on rappelle quelques généralités sur les groupes et les actions de
groupes, et I'on donne des exemples de groupes finis et infinis.

Pour étudier les représentations des groupes finis, on exploite les propriétés des
caracteres de ces représentations, c’est-a-dire des traces des transformations linéaires
qui définissent la représentation considérée. C’est ce qui est fait au chapitre 2. On
définit les notions de représentation irréductible et d’opérateur d’entrelacement, et
I'on énonce le lemme de Schur qui, fort simple, servira a démontrer d’importantes
conséquences telles que 'orthogonalité des caracteres des représentations irréductibles.
On étudie la représentation réguliere. Un bref paragraphe introduit les représentations
induites.

Le chapitre 3 étend aux groupes compacts certains résultats démontrés pour
les groupes finis, grace a 'existence d’une mesure invariante sur le groupe, la me-
sure de Haar. Dans ce chapitre, d’assez nombreux résultats de nature topologique
ou analytique sont admis sans démonstration. Un tableau résume les propriétés des
représentations des groupes compacts.

Le début du chapitre 4 comporte une introduction a la notion générale d’algebre
de Lie et des rappels sur 'application exponentielle des matrices. On aborde ensuite
I’étude de l'algebre de Lie d’'un groupe de Lie linéaire, c’est-a-dire I’ensemble des
générateurs infinitésimaux des sous-groupes & un parametre, muni du commutateur
des matrices, et I’'on montre le lien entre les représentations d’un groupe de Lie et
celles de son algebre de Lie.

Au chapitre 5, on étudie les groupes de Lie SO(3) et SU(2), montrant la propriété
fondamentale : SU(2) est le revétement universel du groupe des rotations.

C’est au chapitre 6 que 'on détermine toutes les représentations irréductibles,
d’abord de s((2, C), puis de SU(2) et de SO(3). Ces résultats sont essentiels tant pour
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la théorie générale des représentations de groupes et d’algebres de Lie que pour la
mécanique quantique.

Le chapitre 7 comporte ’étude des harmoniques sphériques qui apparaissent dans
la théorie des représentations du groupe des rotations de l'espace euclidien a trois
dimensions. C’est une toute premiere approche de la théorie des fonctions spéciales.

Au chapitre 8, on commence 1’étude des représentations irréductibles de SU(3) sur
des exemples, et I’on montre que la théorie des quarks apparait comme conséquence
des propriétés mathématiques de ce groupe. C’est dans ce chapitre que 1’on introduit
les notions de racines et de poids qui sont, plus généralement, a la base de la théorie
des représentations des algebres de Lie dites semi-simples.

K3k

Des démonstrations complétes des résultats énoncés sont données, sauf dans les
chapitres 3 et 8. Le symbole [J marque la fin d’'une démonstration. A la fin de chaque
chapitre, quelques lignes indiquent a quels ouvrages de la bibliographie on pourra
se reporter pour « en savoir plus », et des références supplémentaires sont indiquées.
Une série d’exercices de difficulté variable termine chaque chapitre. Le cours est suivi
d’une série de problemes avec leurs corrigés détaillés et d’une bibliographie.

*okk

Ce livre est une introduction qui, nous l'espérons, servira a faciliter la lecture de
traités plus avancés et incitera le lecteur a approfondir et utiliser les notions esquissées
ici. La bibliographie qui termine 'ouvrage est volontairement limitée et composée
seulement de cours et de quelques livres sur divers aspects de la théorie des groupes
et de leurs représentations, choisis dans la tres vaste littérature disponible sur ces
sujets. Parmi ces ouvrages, on a distingué ceux qui vont, parfois malgré leur titre,
« au-dela d’une introduction ». Nous espérons que les lecteurs et lectrices y trouveront
instruction et plaisir.

Paris, Septembre 2005

Cette nouvelle édition a été révisée. Elle a bénéficié des remarques en automne
2005 des polytechniciens de la majeure 1 de mathématiques, que je remercie.

Paris, Juin 2006
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Wilhelm Killing (1847-1923) vers 1890, peu aprés ses travaux novateurs sur
les propriétés des isométries infinitésimales des « formes d’espace », espaces
généralisant I'espace euclidien. Cette étude le conduisit a la notion de ce
qui fut appelé beaucoup plus tard « algebre de Lie » . Il établit ensuite la
classification des algébres de Lie simples.

(Collection de portraits, Universitits- und Landesbibliothek Miinster)



Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1 Rappel de quelques définitions

Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition associative, possédant
un élément neutre et telle que chaque élément possede un inverse. L’élément neutre,
encore appelé élément unité, est diversement noté e, 1 ou souvent I s’il s’agit d’'un
groupe de matrices.

Un groupe est dit commutatif ou abélien si la loi de composition est commutative.
Dans ce cas la composition est en général notée + et I’élément neutre est en général
noté 0.

On notera |X| le cardinal d’un ensemble fini, X. L’ordre d’un groupe fini, G, est
le nombre, |G|, d’éléments du groupe. Un élément g € G est dit d’ordre n (n > 2) si

g"=e et g"Fepourl<m<n—1.
Ezxemple. Une rotation d’angle 27“
du plan.

Un sous-groupe H de G est un sous-ensemble satisfaisant les conditions : e € H ;
g € H implique g~' € H; g € H et ¢’ € H implique gg’' € H.

Le sous-groupe engendré par un sous-ensemble d’un groupe G est le plus petit
sous-groupe de G contenant ce sous-ensemble.

Un groupe est dit cyclique s’il est engendré par un seul élément. Un tel groupe est
donc abélien.

Soit H un sous-groupe de G. Les classes a gauche suivant H sont les gH, g € G.
L’ensemble des classes & gauche suivant H est I’ensemble quotient noté G/H. Les
classes a droite suivant H, sont les Hg, g € G. L’ensemble des classes & droite suivant
H est 'ensemble quotient noté H\G. Le groupe G est réunion des classes & gauche
(resp., a droite) suivant H qui ont chacune |H| éléments. On en déduit que l'ordre
de H divise 'ordre de G et que le nombre de classes a gauche suivant H est égal au
nombre de classes & droite suivant H, et ’on peut énoncer le résultat suivant.

est un élément d’ordre n du groupe des rotations

13
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Théoréme 1.1 (Théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini et H un sous-
groupe de G. Alors, |H| divise |G| et

GI/|H| = |[H\G| = |G/H] .
L’entier |G|/|H| s’appelle I'indice de H dans G.

Un morphisme de groupes ¢ : G; — G2 est une application d’un groupe GG dans
un groupe Gs telle que pour tous g,¢" € G1,9(g9") = ©(9)p(g9’), ce qui implique
p(e1) = eq, ol e; est 'élément neutre de G; (i = 1,2), et p(g7!) = (¢(g)) . Remar-
quons que la plupart des auteurs utilisent le terme homomorphisme.

Un isomorphisme de groupes est une bijection qui est de plus un morphisme. Son
inverse est alors aussi un morphisme.

Un automorphisme de groupe est un isomorphisme d’un groupe sur lui-méme. En
particulier, pour chaque g € G on appelle automorphisme intérieur ou conjugaison
défini(e) par g l'isomorphisme, C4, de G,

Cy:hrs ghg™.

Un sous-groupe H de G est dit distingué ou normal ou invariant s’il est stable par
conjugaison par tous les éléments de G. Le noyau d’un morphisme est un sous-groupe
distingué.

Le centre de G est, par définition, ’ensemble {h € G | Vg € G,hg = gh}. Le
centre de G est un sous-groupe distingué de G.

Si G1 et G5 sont des groupes, leur produit direct est le produit G; x G2 avec la loi

de groupe (g1,92)-(91, 92) = (9191, 9295)-
La notion de produit semi-direct de groupes est introduite dans ’exercice 1.4.

2 Exemples de groupes finis

2.1 Groupe cyclique d’ordre n

Les groupes suivants sont isomorphes et sont appelés groupe cyclique d’ordre n :

® 7, = Z/nZ, en particulier Zy = 7 /27, noté additivement {0, 1} ou multiplica-
tivement {1, —1}.

e Le groupe des rotations du plan de centre O, d’angles %va 0<k<n-1, pour
la composition.

e Le groupe des nombres complexes, {e% | 0 < k < n—1}, pour la multiplication.
e Le sous-groupe {1,g,9°% - ,¢g" '} si g est un élément d’ordre n dans un
groupe G.

2.2 Groupe symétrique S,

Le groupe des permutations d’un ensemble de cardinal n est noté &, et appelé
groupe symétrique sur n éléments. L’ordre de &,, est n!.
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Tout élément de &,, s’écrit comme un produit de transpositions. A tout élément
o € 6,, on associe le nombre égal & 1 ou —1 suivant la parité du nombre de transposi-
tions (cette parité est indépendante de la décomposition). Ce nombre est noté (—1)°
et appelé signature de o. L’application o € &,, — (—1)? € Z2 est un morphisme de
groupes.

Le groupe alterné A, est le noyau du morphisme de signature. Si n > 2, c’est un
sous-groupe distingué d’indice 2 de G,,.

2.3 Groupe diédral

Le groupe diédral, D,,, est le groupe des rotations et symétries du plan conservant
un polygone régulier & n sommets (n > 3). C’est un sous-groupe d’ordre 2n de &,,.
(Certains auteurs emploient la notation Ds,, pour ce groupe.)

2.4 Autres exemples

On désigne par O(3) le groupe des isométries de R?, et par SO(3) le groupe des
rotations de R3, qui est le sous-groupe distingué de O(3), noyau de l'application
déterminant. Pour chaque polyedre régulier (tétraedre, cube, octaedre, icosaedre (ful-
lerénes), dodécaedre), on définit les groupes de symétries correspondants, c’est-a-dire
le sous-groupe de SO(3) et le sous-groupe de O(3) laissant le solide globalement in-
variant. Ce sont des groupes finis, appelés groupes cristallographiques. Le premier est
d’indice 2 dans le second.

SO(3) 0(3)
tétraedre A4 ordre 12 S, ordre 24
cube &4 ordre 24 &4 X Zs ordre 48
octaedre &4 ordre 24 &4 X Zs ordre 48
icosaedre s ordre 60 As X Zo ordre 120

dodécaedre A ordre 60 A5 X Zgo ordre 120

La classification de tous les sous-groupes finis de SO(3) et de O(3), qui est connue,
est d’une grande importance en physique, en particulier en cristallographie.

3 Exemples de groupes infinis

Parmi les groupes ayant une infinité d’éléments, il y a des groupes discrets, par
exemple, le groupe abélien Z. Mais nous nous intéresserons surtout a des groupes dits
« groupes continus », dont voici des exemples.

Désignons par K le corps R ou C. On désigne par GL(n,K) le groupe des isomor-
phismes linéaires de K™, appelé groupe linéaire en dimension n. C’est le groupe des
matrices n X n a coefficients dans K, inversibles. On considere divers sous-groupes
de celui-ci. On désigne par 'A la transposée d'une matrice A. Une barre désigne la
conjugaison complexe.
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e Groupe spécial linéaire,

SL(n,K) = {A € GL(n,K) | det A =1} .
e Groupe orthogonal,

O(n,K)={A€GL(n,K) | A*A=1T}.

On appelle plus particulierement groupe orthogonal, le groupe orthogonal réel, et on
le note simplement O(n).
e Groupe spécial orthogonal,

SO(n,K) ={A € O(n,K) |det A =1} .

On appelle plus particulierement groupe spécial orthogonal, le groupe spécial ortho-
gonal réel, et on le note simplement SO(n).

Plus généralement, si p+¢q = n, on désigne par Jp, la matrice diagonale comportant
sur la diagonale p fois 1 suivi de ¢ fois —1, et 'on pose

O(p,q) = {A € GL(n,R) | A Jpy 'A = Jpg}

et
SO(p,q) = {A € O(p,q) | det A =1} .

En particulier O(3,1), qui est le groupe des isométries de 'espace de Minkowski, est
appelé le groupe de Lorentz.
e Groupe unitaire,

Un) = {A e GL(n,C) | AA=1).

La matrice A est ’adjointe de la matrice A, encore notée A*.
e Groupe spécial unitaire,

SUn)={Ac€U(n)|det A=1}.

Définition 3.1. On appelle groupe topologique un groupe G qui est un espace topo-
logique séparé tel que la multiplication (g,g") — gg’' est une application continue de
G x G dans G et le passage a linverse g — g~ 1 est une application continue de G

dans G.

Le groupe linéaire GL(n, K) muni de sa topologie usuelle (comme ouvert de I’espace
an) est un groupe topologique localement compact, et chacun des groupes ci-dessus
est un sous-groupe fermé d’un groupe linéaire. Les groupes O(n) et U(n) ainsi que
SO(n) et SU(n) sont compacts.

Nous donnons ci-dessous la définition des groupes de Lie réels et complexes, qui
fait intervenir la notion de wariété, version abstraite de la notion de sous-variété d’un
espace cartésien.
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Un groupe de Lie (réel) de dimension (réelle) N est un groupe qui est une variété
(réelle) de classe C*° de dimension N telle que la multiplication et le passage a l'inverse
sont des applications différentiables de classe C'°.

Un groupe de Lie compleze de dimension complexe N est un groupe qui est une
variété analytique complexe de dimension complexe N telle que la multiplication et
le passage a l'inverse sont des applications analytiques.

On montre que les sous-groupes fermés de GL(n,K) sont des groupes de Lie réels
appelés groupes de Lie linéaires. Ce sont les seuls dont nous parlerons et nous les
appellerons simplement groupes de Lie. Tous les exemples énumérés ci-dessus sont
donc des exemples de groupes de Lie. Il y a d’autres exemples de groupes de Lie : les
groupes symplectiques, Sp(n) et Sp(n,C), les groupes spinoriels, etc. Dans ce cours,
nous ferons une étude détaillée des groupes de Lie SO(3) et SU(2).

Remarque. Tout groupe de Lie complexe de dimension complexe N est un groupe de
Lie réel de dimension réelle 2N. Certains sous-groupes fermés de GL(n, C) sont aussi
des groupes de Lie complexes. Cest le cas pour SL(n,C), O(n,C) et SO(n,C), mais
pas pour U(n) ni SU(n) qui sont seulement des groupes de Lie réels.

4 Actions de groupes, classes de conjugaison

Définition 4.1. Soit G un groupe et M un ensemble. Une action de G sur M est une
application o : GX M — M, notée (g, m) — g-m, telle que pour tout m € M,e-m =m
et pour tous g et g’ € G, g- (¢’ -m) =gg' - m. On dit alors que G agit sur M.

En d’autres termes, a définit un morphisme de groupes de G dans le groupe des
bijections de M sur lui-méme.

Si G est un groupe topologique et si M est un espace topologique, on supposera
Paction o de G sur M continue. (Si G est un groupe de Lie et si M est une variété
de classe C*°, on supposera de méme 'application « différentiable de classe C*°.)

L’orbite de m € M sous action de G est 'ensemble {g-m | g € G}. Les orbites
définissent une partition de M.

Ezxemples.

e [’action triviale de G sur un ensemble, M, consiste a envoyer tout élement du
groupe sur 'application identique de M sur lui-méme. Dans ce cas, les orbites sont
les points de M.

e Dans I'action de G = O(2) sur la sphere unité, M = S? C R3, par rotations
d’axe Oz, l'orbite de m € S? est un point si m est le pole nord ou le pole sud, c’est
un petit cercle d’axe Oz (sous-variété de dimension 1) dans tous les autres cas.

e L’action de G sur G par translation & gauche (resp., droite) est 'action

(9,m) € GXxGr—gmeG

(resp., (g,m) € G x G — mg~' € G). En d’autres termes, & g € G, on associe la
translation a gauche (resp., droite) I, (resp., ry-1) dans G, ce qui définit bien un
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morphisme de G dans les bijections de G sur G (mais non dans les automorphismes
de G).

Remarquons que la classe a gauche de g € GG, gH, suivant un sous-groupe H de G
est l'orbite de g sous l'action de H C G agissant par translation a droite.

e L’action de G sur G par conjugaison, notée (g, h) — C,4(h) et définie par

Cy(h) = ghg !
est une action par automorphismes. L’orbite de gg € G,

Coo = {9909 " | g € G},
est appelée la classe de conjugaison de gq.

Ezxemples.

e La classe de conjugaison de e est {e}.

e Si G est abélien, la classe de conjugaison de g € G est {g}. C’est le cas pour
SO(2) par exemple.

e Dans G,,, le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n
(voir exercice 1.3).

e Dans GL(n,K), la classe de conjugaison d’une matrice A est ’ensemble
{PAP~!| P € GL(n,K)} des matrices qui lui sont semblables.

e Dans SO(3), deux rotations sont conjuguées par une rotation si et seulement
si elles ont méme angle. Les classes de conjugaison sont en correspondance bijective
avec le cercle unité S'. En effet, par changement de base orthonormale directe, toute

1 0 0
rotation peut s’écrire [ 0 cosf —sinf | avec 6 € [0, 27].
0 sinfd cosf

5 Références

Pour la classification des sous-groupes finis de SO(3), voir par exemple Sternberg
(1994) ou Simon (1996). Sternberg traite aussi les sous-groupes de O(3) et indique
pour chacun d’eux un cristal possédant cette symétrie.

On trouvera une introduction a la théorie des variétés différentielles et des groupes
de Lie dans le livre de Pichon (1973) et, avec des applications & la mécanique, dans
Marsden-Ratiu (1999), ou dans le livre de Rossmann (2002). Pour l'etude de la
géométrie différentielle des groupes de Lie comme variétés voir, par exemple, Warner
(1983).

6 Exercices

Exercice 1.1 Application du théoréme de Lagrange.

Montrer que dans un groupe fini G d’ordre n, pour tout élément a € G, a™ = e.
En déduire que tout morphisme de G dans le groupe GL(1,C) = C* prend ses valeurs
dans les racines n® de I'unité.
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Exercice 1.2 Centre de &,,.

Montrer que pour n > 3, le centre du groupe symétrique &,, est réduit a I'identité.

Exercice 1.3 Classes de conjugaison de G,,.

On appelle cycle de longueur k (1 < k < n) une permutation de &,, qui est une
permutation circulaire de k éléments et laisse fixe les n — k autres.

a) Montrer que toute permutation est la composition de cycles disjoints. Cette
décomposition est-elle unique ?

b) Montrer que dans &,, deux éléments sont conjugués si et seulement s’ils ont
la méme décomposition en cycles. En déduire que le nombre de classes de conjugai-
son de &, est le nombre de partitions de ’entier n, c’est-a-dire de suites d’entiers,
Ay Ao, A tels que Ay = A = -- = A >0, et Y Ni=n.

Exercice 1.4 Produits semi-directs de groupes.

Si un groupe H agit sur un groupe N par automorphismes de groupe, on définit
sur G = N x H la multiplication

(n,h)(n',h') = (n(h-n"), k) .

a) Montrer que G est alors un groupe. Ce groupe, noté N x H, est appelé le produit
semi-direct de N et de H. Quel est 'inverse de (n, h) dans G ? Montrer que N est un
sous-groupe distingué de G.

b) Montrer que le groupe &3 est produit semi-direct du groupe alterné 23 par Zs.
Le groupe 6,, est-il produit semi-direct du groupe alterné 2,, par Zs, pour n > 37

¢) Chercher les définitions du groupe de Galilée et du groupe de Poincaré. Montrer
que chacun d’eux est un produit semi-direct.

Exercice 1.5 Groupe des isométries du plan.

a) Montrer que le groupe Zs = {1,—1} agit par automorphismes de groupe sur
SO(2) par ¢ - g = g, olt ¢ = 1. Montrer que O(2) est le produit semi-direct SO(2) x
Zs.

b) Déterminer les classes de conjugaison de SO(2) et de O(2).

Exercice 1.6 Le groupe diédral D,,.

On considere le groupe diédral D,,, d’ordre 2n, groupe des rotations et des
symétries du plan qui laissent invariant un polygone régulier & n sommets (n > 3).

a) Montrer que D, = I';; X Zy ou I',, est le groupe cyclique d’ordre n et ou le
groupe Zs = {1,—1} agit sur T, par e - g = g%, o & = £1.

b) Montrer que D,, est isomorphe & &,, si et seulement si n = 3.

c¢) L’ensemble {£1, +i, 4, +k}, avec la loi de multiplication i? = j2 = k? = —1,
ij = —ji =k, jk = —kj = i, ki = —itk = j, est un groupe, appelé groupe des
quaternions. Montrer que Dy n’est pas isomorphe au groupe des quaternions.



Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), qui créa la théorie des représentations
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(Collection de I'Institut Mittag-Leffler, Académie royale des Sciences de Suéde)



Chapitre 2

Représentations des
groupes finis

En mathématiques et en physique, la notion de représentation d'un groupe est
fondamentale. Il s’agit d’étudier les différentes maniéres de faire agir des groupes sur
des espaces vectoriels par des transformations linéaires.

Dans ce chapitre, nous supposons que les groupes considérés sont finis, et nous
nous limiterons au cas ou les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels
complezes, de dimension finie, sauf mention contraire explicite.

1 Représentations

1.1 Généralités

Si E est un espace vectoriel sur K, ot K = R ou C, on désigne par GL(E) le
groupe des isomorphismes K-linéaires de F.

Définition 1.1. Unereprésentation d’un groupe G est la donnée d’un espace vectoriel
complexe de dimension finie, E, et d’un morphisme de groupes, p : G — GL(E).

Donc, pour tous g,¢’ € G,

plgg’) = p(9)p(d") » plg™") = (p(9))™", ple) =1dg .

La dimension de F s’appelle la dimension de la représentation. On désigne une telle
représentation par (F, p) ou simplement p.

Si en particulier, £ = C™, on dit que la représentation est une représentation
matricielle de dimension n.

On appelle représentation triviale toute représentation telle que p(g) = Idg pour
tout g € G.

21
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Exemple 1.2. Voici un premier exemple de représentation d’'un groupe non abélien.
Soit t € 63 la transposition 123 — 132 et ¢ la permutation circulaire 123 — 231 qui
engendrent G3. On pose j = e ** . On peut représenter &3 dans C? en posant

s =1, 00= (] 3) . sa=(5 1) -

Définition 1.3. Soit ( | ) un produit scalaire sur E. On dit que la représentation
p est unitaire si p(g) est unitaire pour tout g, c’est-a-dire,

VgeGVa,yeE, (p(g)z|p(9)y) = (z|y) .

Une représentation (E, p) est dite unitarisable s’il existe un produit scalaire sur £
tel que p soit unitaire.

Pour démontrer le théoréme suivant, ainsi que beaucoup d’autres propositions,
nous utiliserons une propriété fondamentale :

Lemme 1.4. Soit G un groupe fini. Pour toute fonction ¢ sur G a valeurs dans un
espace vectoriel,

(1.1) VgeG, Y olgh)=> ¢lhg) = ok

hea hea keG
Démonstration. En effet, g étant fixé, tout élement de G s’écrit d’'une maniere et d’une
seule sous la forme gh (resp., hg), ot h € G. O
Théoreme 1.5. Toute représentation d’un groupe fini est unitarisable.

Démonstration. Soit (F, p) une représentation d’un groupe fini, G, et soit ( | ) un
produit scalaire sur E. Considérons

(z|y) |G|Z 9z | p(9)y)

geG

qui est un produit scalaire sur E. En effet, supposons (z | x) = 0, c’est-a-dire

> gec(p(g)z | plg)z) = 0. Alors, pour tout g € G, (p(g)x | p(g)z) = 0 et, en
particulier (x | ) =0, d’ott x = 0.
Ce produit scalaire sur E est invariant par p. En effet,

(p(g)z | p(g) Z (@)= | p(h)p(9)y)

hEG

|G|Z p(hg)z | p(hg)y) = (x| y)’,

heG

ol nous avons utilisé la relation fondamentale (1.1), valable pour toute fonction ¢ sur
G. Donc p est une représentation unitaire de G dans (E,( | )). O
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1.2 Représentations irréductibles

Soit (E, p) une représentation de G. Un sous-espace vectoriel F' C F est dit inva-
riant (ou stable) par p (ou par G, si le nom de la représentation est sous-entendu) si,
pour tout g € G, p(g)F C F, ce qui entraine p(g)F = F. On peut alors parler de la
représentation p restreinte a F' qui est une représentation de G dans F. On la note
p|r. Une telle représentation restreinte & un sous-espace invariant s’appelle aussi une
sous-représentation.

Définition 1.6. Une représentation (E,p) de G est dite irréductible si E # {0} et
st les seuls sous-espaces vectoriels de E invariants par p sont {0} et E tout entier.

Ezxemple. La représentation de dimension 2 de &3 définie dans 'exemple 1.2 est
irréductible, car les sous-espaces propres de p(t) et de p(c) sont d’intersection nulle.

Proposition 1.7. Toute représentation irréductible d’un groupe fini est de dimension
finie.

Démonstration. Soit (F, p) une représentation irréductible d’un groupe fini G et soit
xz € E. Le sous-ensemble {p(g)x | g € G} étant fini, il engendre un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E. Si z # 0, ce sous-espace vectoriel de E n’est pas
réduit & {0}. Comme ce sous-espace est invariant par p, il coincide avec E, qui est
donc de dimension finie. O

1.3 Somme directe de représentations

Définition 1.8. Soient (Eq,p1) et (Fa2,p2) des représentations de G. Alors
(E1 @ E2,p1 @ p2) ,

ot (p1 ® p2)(x1,22) = (p1(21), p2(22)), est une représentation de G appelée somme
directe des représentations (Ev,p1) et (Ez2,p2).

Evidemment une somme directe de représentations de dimensions strictement po-
sitives, méme irréductibles, n’est jamais irréductible. Pour des représentations matri-
cielles, p1 et p2, les matrices de la représentation somme directe de p; et ps sont des

matrices diagonales par blocs,
<p1(g) 0 > .
0 p2(9)

Plus généralement, si m est un entier strictement positif, on définit par récurrence
la somme directe de m représentations, p1 @ - - - @ py,. Si (E, p) est une représentation
de G on notera mp la représentation p @ ... ® p (somme directe de m termes) sur
Pespace vectoriel E@® --- @ E (m termes).

Une représentation est dite complétement réductible si elle est somme directe de
représentations irréductibles.

Lemme 1.9. Soit p une représentation unitaire de G dans (E,( | )). Si F C E est
invariant par p, alors F+ ={y € E |VYx € F,(z | y) = 0} est aussi invariant par p.
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Démonstration. Soit y € F+. Alors, pour tout = € F, (z | p(g)y) = (p(¢g~ Yz | y) =0,
puisque F' est invariant par p. Donc p(g)y € F*. O

Théoréme 1.10 (Théoréme de Maschke). Toute représentation de dimension fi-
nie d’un groupe fini est complétement réductible.

Démonstration. Soit (E, p) une représentation de G. D’apres le théoréme 1.5, on peut
la supposer unitaire. Si p n’est pas irréductible, soit F' un sous-espace vectoriel de F
invariant par p, tel que F # {0} et F' # E. Alors, E = F @& F*, ot F (par hypothese)
et F+ (d’apres le lemme 1.9) sont invariants par p, et dimF < dimFE, dimF+ < dimFE.
Par récurrence sur la dimension de F, on obtient le résultat. O

En fait, ce théoréme est vrai sous des hypotheses plus générales (voir I’étude des
groupes compacts au chapitre 3).

1.4 Opérateurs d’entrelacement, lemme de Schur

Définition 1.11. Soient (E1, p1) et (Ea, p2) des représentations de G. On dit qu’une
application linéaire, T : 4 — FEs, entrelace p1 et ps si

VgeG, palg)oT =T opi(g),

et T s’appelle alors opérateur d’entrelacement entre py et ps.

La définition exprime la commutativité du diagramme suivant, pour tout g € G,

E —X B

pi()| | 22(9)

T
Ey —— B
Les expressions suivantes sont diversement utilisées pour exprimer cette méme
propriété :
e T est un opérateur d’entrelacement (en anglais, intertwining operator) entre p;
et P2

T est équivariant pour p; et ps,
e T est un morphisme de G-espaces vectoriels,
e T est un G-morphisme,

T e HOHlG(El, EQ)

Si By = Ey = E et si pr = p2 = p, un opérateur qui entrelace p; et p est
simplement un opérateur qui commute avec p.

Définition 1.12. Les représentations p1 et pa sont dites équivalentes s’il existe un
opérateur d’entrelacement bijectif entre pi et ps.
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Si T est un tel opérateur d’entrelacement bijectif,

VgeG, p2(g) =Topi(g)oT ™"

L’équivalence au sens précédent est une relation d’équivalence sur les représentations,
d’ou la notion de classe d’équivalence de représentations. On notera ~ cette relation
d’équivalence.

Des représentations (E1, p1) et (Ea, p2) sont équivalentes si et seulement s’il existe
une base By de E; et une base By de Es telles que, pour tout g € G, la matrice de
p1(g) dans la base Bj soit égale & la matrice de pa(g) dans la base By. En particulier,
si des représentations (E1, p1) et (Fa, p2) sont équivalentes, alors E; est isomorphe &
Es.

Pour des représentations matricielles, on obtient donc des matrices semblables : si
Ey = E; =C", et si p1 et pa sont équivalentes, alors les matrices p1(g) et p2(g) sont
semblables, avec méme matrice de passage pour tout g.

Si po est une représentation de G dans E de dimension n, le choix d’une base (e;)
de E donne une représentation matricielle (C™, p); par changement & une base (e})
avec la matrice de passage T', on obtient la représentation équivalente (C™, p’),

p'(g)=Top(g)oT".

Lemme 1.13. Si T entrelace p1 et pa, le noyau de T, Ker T, est invariant par p1, et
Uimage de T, Im T, est invariante par ps.

Démonstration. Si x € Ey et Tx = 0, alors T'(p1(g)x) = p2(9)(Tx) = 0. Donc Ker T
est un sous-espace de Fy, invariant par p;.

Soit y € ImT. Il existe © € Ey tel que y = Tx. Alors p2(9)y = p2(9)(Tz) =
T(p1(g)x), donc Im T est un sous-espace de Eso, invariant par ps. O

Lemme 1.14. Si T commute avec p, tout sous-espace propre de T' est invariant parp.

Démonstration. En effet si Tx = Az, A € C, alors T(p(g)x) = Ap(g)x. Donc le sous-
espace propre de T correspondant a la valeur propre A est invariant par p. (Il

Théoréme 1.15 (Lemme de Schur). Soit T un opérateur entrelagant des repré-
sentations irréductibles de G, (E1, p1) et (Ea, p2).

e Sip1 et po me sont pas équivalentes, alors T = 0.

e SiE1 =Fy =F et p1 = p2 = p, alors T est un multiple scalaire de lidentité
de E.

Démonstration. Si p1 et p2 ne sont pas équivalentes, T n’est pas bijectif, donc ou bien
KerT # {0}, ou bien ImT # FEs. D’apres le lemme 1.13, Ker T est invariant par p;.
Comme p; est irréductible, si KerT # {0}, alors KerT' = Ep, donc T = 0. D’apres
le lemme 1.13, Im T est invariante par ps. Comme po est irréductible, si ImT # Es,
alors Im T = {0}, donc T = 0.

Si By = Ey = E et p1 = pa2 = p, alors, pour tout g € G,p(g) oT =T op(g), et T
commute avec la représentation p. Soit A une valeur propre de T', qui existe car T est un
endomorphisme de F, espace vectoriel sur C, et soit E) le sous-espace propre associé
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a A. D’apres le lemme 1.14, E) est invariant par p. Par hypothese E) est non nul,
donc, comme p est irréductible, Ey = E, ce qui signifie que T' = A Idg. Remarquons
que cette deuxieme partie de la démonstration utilise 'hypothése que 'espace de la
représentation considérée est un espace vectoriel complexe. (]

Réciproquement, si tout opérateur qui commute avec la représentation p est
un multiple scalaire de I'identité, alors p est irréductible. En effet, si p n’était pas
irréductible, la projection sur un sous-espace vectoriel invariant non trivial serait un
opérateur non scalaire qui commute avec p.

Remarque. Le lemme 1.14 a de tres importantes conséquences en mécanique quantique.
En effet, les opérateurs de symétrie d’un systeéme, représenté par un hamiltonien H
opérant sur un espace de Hilbert, sont des opérateurs qui commutent avec H. A chaque
niveau d’énergie, c’est-a-dire valeur propre du hamiltonien, correspond un sous-espace
propre du hamiltonien. Le lemme 1.14 implique que chaque sous-espace propre est un
espace de représentation du groupe de symétries du systeme. Le principe de Wigner
affirme qu’a chaque niveau d’énergie correspond une représentation irréductible du
plus grand groupe de symétries du systeme. La dimension de la représentation cor-
respondant & un niveau d’énergie donné est appelée le degré de dégénérescence du
niveau d’énergie.

2 Caracteres et relations d’orthogonalité

2.1 Fonctions sur un groupe, coefficients matriciels

On désignera par F(G), ou parfois par C[G], I'espace vectoriel des fonctions sur G
a valeurs dans C. Lorsque cet espace vectoriel est muni du produit scalaire défini ci-
dessous, on désigne I'espace hilbertien ainsi défini par L?(G) (concept qui sera étendu
aux groupes compacts).

Définition 2.1. Sur L%(Q), le produit scalaire est défini par

(filf2)= |G|Zf1

geG

On va s’intéresser aux coefficents matriciels des représentations.
Définition 2.2. Si p est une représentation de G dans C™, pour tout couple (i,7),
1 <i<n,1<j<n, la fonction p;j € L*(G) qui associe a g € G le coefficient
de la matrice p(g) situé sur la i° ligne et la j° colonne, (p(g))i; € C, est appelée un
coefficient matriciel de p.

Pour une représentation p dans un espace vectoriel E, on définit les coefficients
matriciels p;; relativement & une base (e;), qui vérifient

(9)ej = Z pij(g)e:
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(¢ est I'indice de ligne et j est I'indice de colonne). Si p est une représentation unitaire
dans un expace de Hilbert de dimension finie, alors

plg™") = (p(g9))~" = “(p(9)),

d’ot1, dans une base orthonormale,
pij(9™") = pji(g)

et, en particulier, les coefficients diagonaux de p(g) et p(g~!) sont des nombres com-
plexes conjugués.

2.2 Caractere d’une représentation, relations d’orthogonalité

On désigne par Tr la trace d’'un endomorphisme.

Définition 2.3. Soit (E,p) une représentation de G. On appelle caracteére de p la
fonction x, sur G a valeurs complexes définie par

Vg e G, xplg) =Tr(p(g)) -

Des représentations équivalentes ont méme caractere.
Pour une représentation matricielle de dimension n,

(2.1) Xo(9) =D _(p(9))ii -
i=1
Sur chaque classe de conjugaison de G, la fonction x, est constante.

Définition 2.4. On appelle fonction centrale sur G wune fonction constante sur
chaque classe de conjugaison.

Les caracteres sont donc des fonctions centrales sur le groupe.
Proposition 2.5. Les propriétés élémentaires des caractéres sont les suivantes :

e x,(e) =dimp.

* Vg eG, Xxo(97") =x0(9) -

e Le caractere d’une somme directe de représentations est la somme des ca-

Tacteres, Xpi@ps = Xp1 + Xpa-

Démonstration. La premiére propriété est conséquence de la formule (2.1). Pour
démontrer la seconde formule, on peut supposer que p est unitaire pour un certain
produit scalaire et choisir une base orthonormale. La propriété des sommes directes
est évidente. O

Si (E1,p1) et (Ea,p2) sont des représentations d’un méme groupe G, on définit
leur produit tensoriel (E1 ® Ea, p1 ® pa) par

(p1 @ p2)(9) = p1(9) @ p2(9) ,

pour g € G (voir lexercice 2.5 pour un rappel des définitions). Une propriété impor-
tante des caracteres est la suivante.
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Proposition 2.6. Le caractére d’un produit tensoriel de représentations est le produit
des caracteres,

(22) Xp1®p2 = Xp1 Xp2 -

Démonstration. La relation suit du fait que la trace d’un produit tensoriel de matrices
est le produit des traces. O

On a, d’apres la proposition 2.5, pour des représentations p; et p2 de G,

(2.3) (X | Xp2) = |G| > X (07X (9) -
geG

On va montrer que les caracteres de représentations irréductibles inéquivalentes
sont orthogonaux et que le caractére d’une représentation irréductible est de norme 1.

Proposition 2.7. Soient (E1,p1) et (Ea2,p2) des représentations de G et soit
u : By — Es, une application linéaire. Alors l'application linéaire de Ey dans Es,

|G| > palg) upr(e)™

geG

(2.4) T,

entrelace p1 et ps.

Démonstration. Calculons

d’apres la relation fondamentale (1.1). D’ou,

P2(g) Tu — Ay pl(g) .

L’opérateur T;, est donc un opérateur d’entrelacement entre p; et po. O
Proposition 2.8. Soient (F1,p1) et (Ea, p2) des représentations irréductibles de G
etu : Ey — Ey une application linéaire, et soit T,, défini par la formule (2.4).

(i) Si p1 et pa sont inéquivalentes, alors T,, = 0.

(i) Si By = E; = E et p1 = pa = p, alors

_Tru
“ " dimE

E -

Démonstration. La premiere assertion est claire d’apres le lemme de Schur (théoreme
1.15). Pour la deuxiéme, il faut seulement calculer A sachant que T,, = A Idg . Or

1 Tr u
TrTu:@ZQGGTru:Tru,donc)\:dimE. O
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Proposition 2.9. Soient (E1, p1) et (E2, p2) des représentations irréductibles de G.
On choisit des bases dans Ey et Es.
(i) Si p1 et p2 sont inéquivalentes,

Vi, gk, Z(p2(g))k€(p1(gil))ji =0.
geG

(ii)SiEleQZE etplngzp,

1
-1 = . .
|G| > (o V)it = G g kit -

geqG

Démonstration. Utilisons une base (e;) de E1, 1 < j < dimEjy, et une base (f)
de By, 1 < ¢ < dimFEs. Pour u : By — Es, T, est défini par (2.4). On a, pour

dim F dim E»

Tw)ki = |G| Z Z Z p2(9))kp Upm (p1(7))mi -

geG m=1 p=1

Choisissons, pour application linéaire u, 'application Ueg) - E; — B, définie par
u(ej)(ex) = 0jx fo. Alors
(w(e))mp = Omedp;

et par conséquent

(T Iri |G| Z p2(9)ke(pr(g™"))ji -

geG

On applique maintenant la proposition 2.8.
Si p1 et p2 sont inéquivalentes, Ty, est toujours nul, d’our (i).
Si E1 = Ey = FE et p1 = ps = p, alors

Tru Okl
—1 = Tu ‘ — (49) 6 . (] .
1G] gEZG Nii = Ty s = dimE ™ dimFE
ce qui démontre (ii). O

Corollaire 2.10. Soient (Ey1,p1) et (FE2,p2) des représentations unitaires irré-
ductibles de G. On choisit des bases orthonormales dans E; et Es.
(i) Si p1 et pa sont inéquivalentes, pour tous i,7,k,l,

((p1)ij | (p2)ke) =0 .

(i) Si By = Eo = E et p1 = pa = p, pour tous i, j, k, [,

1
S Y
(pij | pre) T ik it
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Démonstration. En effet, si p; est unitaire pour un produit scalaire sur E; et si la
base choisie dans F; est orthonormale,

|G| Z (p2(g ke (p1 9 ji |G| Z p2 ke P1 9)) ((Pl)ij | (P2)k€) .

geG geG

La proposition 2.9 entraine donc (i) et (ii). O

Théoréme 2.11 (Relations d’orthogonalité). (i) Sip; et pa sont des représentations
wrréductibles inéquivalentes de G,

(Xpl | XP2) =0.

(i1) Si p est une représentation irréductible de G,

(Xp|Xp):1'

Démonstration. D’apres la relation (2.3) et la proposition précédente, si p; et p2 sont
des représentations irréductibles inéquivalentes, alors (x,, | Xp,) = 0. Si p1 = p2 = p,

&1 Ygea P@)iip(971)i5 = gty Aot (xp | x,) =1 O

On appelle caractéres irréductibles de G I'ensemble des caracteres des représentations
irréductibles inéquivalentes de G. On note X, ou souvent x; le caractere d'une
représentation irréductible p;. Les résultats précédents s’énoncent alors ainsi :

Théoréme 2.12. Les caractéres irréductibles de G forment un systéeme orthonormal
dans L*(G).

Corollaire 2.13. Les représentations irréductibles inéquivalentes d’un groupe fini G
sont en nombre fini.

On désigne par G lensemble des classes d’équivalence de représentations
irréductibles de G.

2.3 Table de caracteéres

On appelle ainsi la table dont les colonnes correspondent aux classes de conju-
gaison d’un groupe et dont les lignes correspondent aux représentations irréductibles
inéquivalentes de ce groupe. A Tintersection de la ligne et de la colonne on inscrit
la valeur du caractére de la représentation, évalué sur un élément (quelconque) de
la classe de conjugaison. Soit N le nombre de classes de conjugaison (nombre de co-
lonnes ; on démontrera que c’est aussi le nombre de lignes). Soit g; un élément de G,
appartenant & la classe de conjugaison, Cy,, 1 < ¢ < N, qui comporte |Cy,
Soient pi et pg des représentations irréductibles. Alors

(o 1 X00) = 137 2. ZIC | Xon (95) Xpe (95) = Ot -

Cette formule exprime le résultat suivant.
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Proposition 2.14. La i¢ colonne ayant pour poids |C,,|, les lignes de la table de

caractéres sont orthogonales et de norme 1.

On écrira une table de caracteres sous la forme suivante :

|Cgl| """ |CQN|

gt | ... agnNn
Xpi | Xpilg1) | oovnnn Xpi (9N)
Xp; | Xp;(g1) | ovnnn Xp; (9N)

2.4 Application a la décomposition des représentations

Désignons par p1,---,pn les représentations irréductibles inéquivalentes de G.
(Nous verrons au corollaire 3.7 que ce nombre N est bien égal au nombre de classes de
conjugaison.) Plus précisément, on a fait choix dans chacune des classes d’équivalence
de représentations de G d’un représentant que I'on désigne par p;.

Dans les relations ci-dessous, le signe d’égalité entre représentations désigne en
fait ’appartenance a une méme classe d’équivalence.

Théoréme 2.15. Soit p une représentation quelconque de G et soit X, son caractere.
Alors

N
p= D mup; ,
1=1
ol
m; = (Xpi Xp) .

Démonstration. On sait, d’aprés le théoreme 1.10, que p est somme directe de
représentations irréductibles. On peut grouper les termes correspondant & une méme

N
classe d’équivalence de représentations irréductibles, p;, d’ot p = & m;p;. On a alors
i=1

=
Xp = Zfil mi Xp,, d’olt, par orthogonalité, (x,, | xp) = mi (Xp: | Xp;) = M- O
Définition 2.16. Si p admet la décomposition

p=mip1 Dmaop2 B - DBmnNpN ,

Uentier m; est la multiplicité de p; dans p, et m;p; est la composante isotypique de
type p; de p.

Corollaire 2.17. La décomposition en composantes isotypiques est unique & l’ordre
pres.

Corollaire 2.18. Deux représentations ayant le méme caractere sont équivalentes.
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D’apres le théoreme précédent,

N

(Xp | Xp) = Zng ‘
i=1
D’ou
Théoréme 2.19 (Critére d’irréductibilité). Pour qu’une représentation, p, soit
irréductible, il faut et il suffit que (x, | x,) =1 .

3 La représentation réguliere

3.1 Définition

De maniere générale, si un groupe G agit sur un ensemble M, alors G agit
linéairement sur Pespace des fonctions sur M & valeurs dans C, F(M), par (g, f) €
GxFM)—g-feFM),ou

Ve e M, (g9-f)(z) = flg~'x).

On vérifie immédiatement que 1'on obtient ainsi une représentation de G dans F(M).

Prenons M = G, le groupe agissant sur lui-méme par multiplication & gauche. On
obtient une représentation R de G dans F(G) appelée représentation réguliére gauche
ou simplement représentation réguliere de G. Donc, par définition,

Vg,h € G, (R(g)f)(h) = f(g~'h) .

On peut définir de méme la représentation réguliére droite R, associée a ’action a
droite de G sur lui-méme, par (R'(g)f)(h) = f(hg). Les représentations régulieres
droite et gauche sont équivalentes. Pour un groupe fini, G, l'espace vectoriel F(G)
des applications de G dans C est de dimension finie |G|. La représentation réguliere
est donc de dimension |G|.

On utilise la base (¢4)gec de F(G) définie par :

. N eg(g) :15
€ G (C{ eg(h) =0,sih#g.

La représentation réguliere de G est telle que
Vg,h € G, R(g)(en) = €gn -

En effet, pour tout k € G, (R(g)en)(k) = en(g7 k), et en(g™tk) = 1 si g7k = h,
c’est-a-dire si k = gh, tandis que €5 (g~ 1k) = 0 sinon. (Dans la représentation réguliere
droite €, — €j4-1.)

Proposition 3.1. Sur L*(G) = F(G) muni du produit scalaire (| ), la
représentation réguliere est unitaire.
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Démonstration. Pour f1 et fo € L?(G), on a pour tout g € G,

(R(9)f1 | R(g) |G| > (R(g) fO)(W)(R(g) f2)(R)

heG
1 — _
:EZfl(gflh)fé(g e Zfl =(fil f2) -
Gl i 16l
L’opérateur R(g) est donc unitaire, pour tout g € G. O

3.2 Caractere de la représentation réguliére
D’une part,

va(e) = Tr(R(e)) = dim F(G) = [G] .

D’autre part, si g # e, alors

xr(g) = Tr(R(g)) =0,

car, dans ce cas, pour tout h € G , R(g)ep # ep.

La représentation réguliere, R, est réductible car > geG €g engendre un sous-espace
vectoriel W de F(G) de dimension 1 qui est invariant par R. En effet, pour tout g € G,

R(9)(D> en) = > €gn = Y. €. De plus R | est équivalente & la représentation
heG heG keG
triviale puisque, pour tout x € W, R(g)(xz) = x. Nous allons montrer qu’en fait la

représentation réguliere contient chaque représentation irréductible de G avec une
multiplicité égale & sa dimension.

Exemple 3.2. La représentation réguliere de &3 dans C[G3] est de dimension 6.
Elle se décompose en la somme directe de la représentation triviale de dimen-
sion 1, la représentation signature de dimension 1 et deux copies de la représentation
irréductible de dimension 2 étudiée dans I’exemple 1.2.

3.3 Décomposition en composantes isotypiques

On reprend les notations du paragraphe 2.4.
Proposition 3.3. La décomposition de la représentation réguliere en composantes

N
isotypiques est R = @® n;p; , oun; = dimp; .
i=1

Démonstration. On sait que

_[ Gl sig=e,
XR(g){ 0 sig;«ée,

d’ott (xp, | Xr) = Xp; () = dim p; . 0
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Théoréme 3.4. On a

N
> (mi)* =Gl
i=1
ot n; = dim p; .
N
Démonstration. On a |G| = xr(e) = E niXp, (€) = 2:(711)2 . O

—_

La relation . . (n;)2 = |G| est tres souvent utilisée, par exemple pour déterminer
=1 )
la dimension d’une représentation irréductible « manquante » lorsqu’on connait déja
N — 1 représentations.

3.4 Base de I’espace vectoriel des fonctions centrales

L’espace vectoriel des fonctions centrales sur G a valeurs dans C a pour dimension
le nombre de classes de conjugaison de G. On va montrer que c’est aussi le nombre
de classes d’équivalence de représentations irréductibles.

Soit (E, p) une représentation de G, et f une fonction sur G. On considere I'en-
domorphisme p; de E défini par

(3.1) pr=Y_fg)ply)

geG

Donc, par définition, pour tout = € E, pr(z) = >_ ¢ f(9)p(9)(2).

Lemme 3.5. L’endomorphisme py posséde les propriétés suivantes.
(1) Si f est centrale, p; commute avec p.
(i1) Si f est centrale et si p est irréductible,

CIF 1) 1y,

P = " Qim p

Démonstration. Pour toute fonction f, on a

proplg) = nea F(Mp(h)p(g) = > heq f(h)p(hg)
= Zkeg f(kgil)P(k) = Eheg f(ghgil)P(gh) .

Comme f est supposée centrale, on obtient
prop(g) =plg) Y f(h)p(h) = plg) o py -
heG

Montrons (ii). D’apres (i) et le lemme de Schur (théoréme 1.15), il existe A € C
ol9) =

tel que pf = Aldp. D'autre part, Troy = > . f(9) Trp(g) = 2 ,cq f(9)x
|G|(f | xp), d’out le résultat.

O
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Théoreme 3.6. Les caractéres irréductibles forment une base orthonormale de [’es-
pace vectoriel des fonctions centrales.

Démonstration. On sait que les caractéres des représentations irréductibles inéquivalentes
de G, p1,...,pn, forment un systéme orthonormal dans L?(G) (théoreme 2.12). Mon-
trons que ce systeme est complet dans le sous-espace vectoriel des fonctions centrales.
Soit f une fonction centrale telle que, pour 1 < ¢ < N, (f|xp,) = 0. Considérons
(pi)7 = > gec f(9)pi(g). D’apres le lemme précédent, (pi)7 = 0 et I'on en déduit, par
décomposition, que pour toute représentation, p, on a PF= 0. En particulier, R7 =0,
ou R est la représentation réguliere. Or,

Feg) = > TR (eg) = Y F(h)eny

heG heG

et, en particulier,

R?(ee) = Z T(h)eh = T )

donc f = 0. O

Corollaire 3.7. Le nombre de classes d’équivalence de représentations irréductibles
d’un groupe fimi est égal au nombre de ses classes de conjugaison.

En d’autres termes, la table de caracteres est carrée.
Proposition 3.8. Les colonnes de la table de caractéres d’un groupe fini G sont
orthogonales et de norme \/%, ou |Cy| désigne le nombre d’éléments de la classe
de conjugaison de g. Fxplicitement,

o prl 9)Xp: (g ) =0, sig et g nesont pas conjugués.

1
. Exl 9Xpi(9) = =7 -
IGI e |Cy]

En particulier, quand g = e, on retrouve la relation Zizil(dim pi)? =|G|.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.6, si f est une fonction centrale, alors

N
[= Z(Xpi
=1

Soit g € G. On considere la fonction centrale f,; qui vaut 1 en g et 0 sur les autres
classes de conjugaison de G. On a

_ 16|
fq) Xpi (h T Xpi (g
J IGI,;G g G| **

f)XPi .

~—

(Xpi

)
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-

donc f, = “Cf"

€] Xp: (9)Xp: - En particulier, si ¢’ ¢ Cy , alors

i=1

O N
O*fg :?Z Xpl )

ce qui démontre la premiere formule, et donc 'orthogonalité des colonnes de la table

de caracteres. D’autre part, 1 = f,(g9) = (9)xp:(g) , ce qui démontre la

deuxieme formule. O

4 Opérateurs de projection

Nous allons mettre en évidence des opérateurs de projection sur les composantes
isotypiques dans la décomposition de ’espace vectoriel support d’une représentation

N
quelconque. Soit (E, p) une représentation de G et soit p = & m;p; la décomposition
i=1

de p en composantes isotypiques. Le support de la composante isotypique, m;p;, est
m;E; = E; @ --- @ E; (m; termes). On désigne ce sous-espace vectoriel de E par V;.
On écrira
m;
Vi=@® Eij,

j=1

N
ot chaque E; ;, 1 < j < m;, est égal a E;. Onadonc £ = @ V;.

=1

Théoréme 4.1. Pour tout i, 1 <i< N, on pose

o _ dim p;
P |G| ZX%

geG

(i) P; est le projecteur de E sur V; dans la décomposition E = 69

(it) PiP; = 0;;P;, pour 1 <i < N,1<j<N.
(i11) Si p est unitaire, P; est hermiten, Pi =P;.

Démonstration. Choisissons ig, 1 < ig < N, et montrons que P;

L, . N N

1% 1 , Pio‘v =0.Soitw =Y, ,a;,0ua €V, etz =) "
PR o N my B

dotw=73 "> " x; . Alors

; ‘V =Idy,, et que, si

= L Tig, o € By

d io di io V. ()
By (z) = H|I(1;|p ZZme 9)%ij = HE;T D | X xal9eilg) | @i -

i=1 j=1 geqG i, geG
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Sachant que x;, est une fonction centrale, et que p; est irréductible, on applique le
lemme 3.5 et ’on obtient

G|

— G|
> Xio(@Dpil9) = pixy = 7= - Odio | ) 1, = =i, s,
geG
pour obtenir finalement,
N m; Mg
Pio(x) =Y ) Sigittij = Y Tigj = iy -
i=1 j=1 j=1

Les relations P;P; = 0 si i # j, P? = P; sont des conséquences de (i).
Si p est unitaire, alors

=Y _xi9) 'p(9) =D _xilg)plg™) =D xilg™el9) =D xilg)p(9),

ce qui est égal & py; , ce qui démontre (iii). O

N
La décomposition E = & V; est unique a l'ordre pres. Par contre, la décomposition
i=1
ml ) . 7 7 . 92 .
V., = @1 E; ; n’est pas unique en général. Par exemple, si p = Idg, alors p peut s’écrire
=
d’une infinité de facons comme somme directe de représentations de dimension 1.

5 Représentations induites

L’induction est une opération qui associe a une représentation d’un sous-groupe H
d’un groupe G une représentation du groupe G lui-méme. La représentation induite
d’une représentation irréductible n’est pas, en général, irréductible.

5.1 Définition

Soit donc G un groupe fini et H un sous-groupe. Soit (F,7) une représentation
de H. On définit 'espace vectoriel

(5.1) E={p :G—F|VheHp(gh)=nh"")el(9)},
et on définit une représentation p = 7' de G dans E par

(5.2) VeeE ., (p(g0)9)(9) = ¢lg5"'9)

pour tout gg € G et pour tout g € G. On vérifie que p(go)p appartient & E puisque

(p(g0)9)(gh) = @(g5 "gh) = m(h™")e(gs 'g) = m(h™") ((p(g0)9)(9))
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et d’autre part on vérifie que g — p(g) est un morphisme de groupes de G dans GL(E).
La représentation de G dans E, p = 719, est appelée la représentation induite de 7
de H a G.

Par exemple, si H = {e} et si w est la représentation triviale de H dans C, alors
Pespace vectoriel E est égal & C[G] et la représentation induite de m de H & G est la
représentation réguliere de G.

5.2 Interprétation géométrique

On peut interpréter ’espace vectoriel E comme ’espace des sections d’un « fibré
vectoriel ». Considérons le produit cartésien G X F et introduisons la relation
d’équivalence

(5.3) (9,2) ~ (gh,m(h™")z), Yhe H .
Soit G X, F le quotient de G x F' par cette relation d’équivalence et soit
q:Gx, F—G/H

la projection qui envoie la classe de (g,x) sur gH (qui est bien définie puisque, si
(¢',2") ~ (g,z), alors ¢’ = gh, pour un h € H). On appelle G X, F un fibré vectoriel
de base G/H car I'image réciproque par la projection ¢ d’un point quelconque de
G/H est isomorphe & l’espace vectoriel F.

Une section de la projection ¢ : G X, F — G/H (ou du fibré G x, F) est, par
définition, une application ¢ de G/H dans G x F telle que go ¢ = Idg,q.

Montrons que E n’est autre que l’espace vectoriel des sections de la projection
q. A ¢ € E et g € G associons la classe d’équivalence de (g,9¢(g9)). Le résultat ne
dépend que de la classe de ¢ modulo H. En effet, si ¢ = gh, avec h € H, on obtient
la classe de (gh, ¢(gh)) qui est égale & la classe de (g, m(h)p(gh)) = (g,%(g)), car
@ € E. On définit donc ainsi une section de ¢ : G X F — G/H. D’autre part,
étant donné une section de ¢, on peut lui associer un élément de E (en considérant
la deuxieme composante de la classe d’équivalence associée a un élément de G/H).
Cette construction étant inverse de la précédente, on a donc obtenu un isomorphisme
de E sur ’espace vectoriel des sections du fibré vectoriel G X F.

La notion de représentation induite peut étre définie dans des situations plus
générales que celle des groupes finis, et comporte de nombreuses applications en
mathématiques et en physique.

6 Références

Les représentations des groupes finis sont l'objet du livre de Serre (1967), dont
la partie I est un exposé des résultats fondamentaux. Elles sont étudiées dans Simon
(1996) et Sternberg (1994). On pourra consulter aussi les premiers chapitres de Fulton-
Harris (1991), qui traite ensuite les représentations d’algebres de Lie, ou le cours de
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Rauch (2000), orienté vers I'arithmétique. Les représentations induites sont traitées
dans tous ces ouvrages. Pour les applications & la physique, voir Ludwig-Falter (1996)
ou Blaizot-Toledano (1997).

Pour des compléments sur ’algebre tensorielle et extérieure voir W. Greub, Mul-
tilinear Algebra, Springer, Berlin, 1967, ou encore Warner (1983), Sternberg (1994)
ou Knapp (2002).

La théorie des caracteres a été créée par Frobenius dans une série d’articles publiés
a partir de 1896 dans les comptes rendus de I’Académie de Berlin. On y voit de belles
tables de caractéres. On trouvera une analyse historique et mathématique de cette
théorie dans le livre de Curtis (1999) cité dans I'introduction. Voir aussi Rossmann
(2002).

7 Exercices

Exercice 2.1 Le groupe symétrique Gs.

On note ¢ la permutation circulaire (123) et ¢ la transposition (23). Montrer que
{c,t} engendre &3, et que tc = c*t, ct = tc?. Déterminer les classes de conjugaison
du groupe G3.

Exercice 2.2 Représentations de Gs.
a) Trouver les représentations de dimension 1 du groupe Gs.

b) Soit ey, ea, e3 la base canonique de C3. Pour g € &3, on pose o(g)e; = €q(i)-
Montrer qu’'on définit ainsi une représentation, o, de &3 de dimension 3 (repré-
sentation de permutation) et que V = {(z1,22,23) € C> | 21 + 22 + 23 = 0} est
invariant par o.

On désigne par p la restriction a V' de la représentation o.

¢) Montrer qu'’il existe une base (u1,uz2) de V telle que p(t)u; = uz, p(t)us = uq,
p(c)ul = julv p(C)’LLQ :j2u27 Oﬁj =€

d) Etablir la table de caractéres de Ss.

2im

3 . La représentation p est-elle irréductible ?

e) Quelle est linterprétation géométrique de &3 comme groupe de symétries?
Quelle est l'interprétation géométrique de la représentation p?
Exercice 2.3 Groupe symétrique Sy4.

Déterminer les classes de conjugaison du groupe symétrique &4 et sa table de
caracteres.
Exercice 2.4 Groupe alterné 2.

Déterminer la table de caracteres de 4. Quelles représentations de 24 sont la res-
triction d’une représentation de &4 ? Quelles représentations de G4 ont une restriction
a 24 irréductible 7 réductible ?
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Exercice 2.5 Produits tensoriels d’espaces vectoriels et de représentations.

Si E et F sont deux espaces vectoriels sur K (K = R ou C) de dimension finie,
on peut définir le produit tensoriel £ ® F' comme 'espace vectoriel des applications
bilinéaires de E* x F* dans le corps de base. Pour x € E, y € F, on définit I’élément
r®y € FE®F par

(z@y)(&n) =<{r><ny>,

pour tous £ € E*, n € F*.

a) Solent (eq,...,e,) une base de E et (fi,..., fp) une base de F. Montrer que
(e; ® fj)igi<n,1<j<p €St une base de E® F.

b) On appelle tenseur (ou tenseur contravariant) d’ordre 2 sur E un élément de
E® E. Tout tenseur d’ordre 2 sur E s’écrit T = ZZ]':1 Te;®ej, ot les T sont des
scalaires. Quelles sont les composantes de T' apres changement de base ?

c) A ERy € E*® F, on associe 'application linéaire v de E dans F' définie par
u(zr) =< & > y, pour x € E. Montrer que l'on définit ainsi un isomorphisme de
E* ® F sur l'espace vectoriel des applications linéaires de F dans F, L(E, F).

d) Montrer quesiu: E — E et v: F — F sont des applications linéaires, il existe
un unique endomorphisme v ® v de E ® F satisfaisant (u ® v)(z @ y) = u(z) @ v(y),
pour tous ¢ € F, y € F. Dans ' ® F, on choisit pour base

(e1® f1,e1® fo,...,e1@ fp,e2® fr,e2® fo,...,e2® fpooo. €0 ® f1,... €0 @ fp) .

Ecrire la matrice de u ® v, ot (resp., v) est un endomorphisme de E (resp., F), de
matrice A = (a;;) (resp., B = (bi;)) dans les bases choisies.

e) Si (Eq,p1) et (E2, p2) sont des représentations d'un groupe G, on pose

(p1 ® p2)(9) = p1(g) @ p2(g) -

Montrer que 'on définit ainsi une représentation p; ® p2 de G dans E; ® Ey. Que
peut-on dire du caractere de p; ® p2 ? Si p1 et pg sont irréductibles, la représentation
p1 ® po est-elle irréductible 7

Exercice 2.6 Représentation contragrédiente.

Soit (E,7) une représentation d’un groupe G. Pour g € G, £ € E*, z € E, on
pose < 7(g)(§), = > =< & 7w(g7)(z) >.

a) Montrer que l'on définit ainsi une représentation 7* de G dans E*. La
représentation 7* est appelée la contragrédiente de .

b) Montrer que si (E,7) et (F,p) sont des représentations d'un groupe G, alors
gu=p(g)ouon(g~t), pour u € L(E,F) et g € G, définit une représentation de G
dans L(F, F), équivalente a 7* ® p.
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Exercice 2.7 Produit extérieur et produit symétrique.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, de base (e, - ,e,). On désigne par
/\2 E (resp., S2E) le sous-espace vectoriel de E® E engendré par e; ®ej —e; ®e;, 1 <
i<j<n(resp.,e;®ej+ejRe;, 1 <i<j<n). Ces définitions ne dépendent pas de
la base choisie et EQ FE = /\2 E®S%E . L'espace /\2 E est la puissance antisymétrique

(ou extérieure) d’ordre 2 de E, et 'espace S2FE est la puissance symétrique d’ordre 2
de F.

a) Si (E, p) est une représentation d’un groupe G, /\2 E et S?F sont stables par
p ® p. On désignera les restrictions par /\2 p et S%p, respectivement. On suppose G
fini. Montrer que les caracteres de ces représentations vérifient, pour tout g € G,

1

Xn2o(9) = 5 (6o(9))” = Xp(9%)) » Xs20(9) = % ((Xp(9))* + x0(97)) -

b) Si p est la représentation irréductible de dimension 2 de &3, déterminer y 2,
et xg2,. Décomposer p ® p en somme directe de représentations irréductibles.

Exercice 2.8 Equivalence des représentations réqulieres gauche et droite.

Montrer que les représentations régulieres gauche et droite d’'un groupe fini sont
équivalentes.
Exercice 2.9 Représentations des groupes abéliens, représentations des groupes cy-
cliques.

a) Montrer que toute représentation irréductible d’un groupe fini est de dimen-
sion 1 si et seulement si le groupe est abélien.

b) Déterminer toutes les représentations irréductibles inéquivalentes du groupe
cyclique d’ordre n.
Exercice 2.10 Utilisation des relations d’orthogonalité.

Soient p; et p; des représentations irréductibles d'un groupe fini G. Soit x; = X,
et X; = X,,;- Montrer que, pour tout h € G,

ﬁ > xilg)xs (g™ h)

geG

1
~ dim p;

Xi(h)dij -

Exercice 2.11 Représentation réquliere de Gs.

Décomposer la représentation réguliere de G5 en somme directe de représentations
irréductibles.

Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels invariants de
dimension 1 et un projecteur sur le sous-espace de la représentation 2p, ou p est
la représentation irréductible de dimension 2.
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Exercice 2.12 Représentations réelles, représentations complexifiées.

Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension n. Un morphisme d’un groupe fini
G dans GL(FE) est appelé une représentation réelle de G, de dimension (réelle) n

On considére E¢ = E @ iFE = E ® C, espace vectoriel sur C, de dimension
complexe n, appelé complerifié¢ de E.

a) Montrer que toute représentation réelle de G dans E se prolonge de maniere
unique en une représentation (complexe) de G dans EC. Cette représntation est ap-

pelée complezifiée de la représentation réelle.
b) On fait agir le groupe symétrique &3 sur R? par rotations d’angles %T’T et
symétries. Montrer que la complexifiée de cette représentation est équivalente a la

représentation irréductible de &3 sur C2.
: : : ) 2 : ) 2k
c¢) On fait agir le groupe cyclique d’ordre 3 sur R* par rotations d’angles =37.

Cette représentation réelle est-elle irréductible ?

d) Toutes les représentations réelles irréductibles des groupes abéliens sont-elles
de dimension 17
Exercice 2.13 Représentations du groupe diédral.

a) Montrer que, si H est un sous-groupe abélien d’ordre p d’un groupe fini G
d’ordre n, alors toute représentation irréductible de G est de dimension < %.

b) En déduire que, pour tout n > 3, toute représentation irréductible du groupe
diédral D,, est de dimension 1 ou 2.

Exercice 2.14 Théoréme de Peter-Weyl pour les groupes finis.

Soient p', p?%,...,p" des représentations unitaires d’un groupe fini G, choisies
dans chaque classe de représentations irréductibles inéquivalentes.

Montrer que les coefficients matriciels dans des bases orthonormales des
représentations p*, k = 1,... , N, forment une base orthogonale de L?(G). En déduire
que toute fonction f € L?(G) a un « développement de Fourier »,

N dim py,

f szk pz]'f pz]v

k=1 ,j=1

ou les dj. sont des entiers que I'on précisera.

Exercice 2.15 Représentation de GL(2,C) dans les polynémes de degré 2.

Soit G' un groupe et soit p une représentation de G' dans V' = C". Soit P*) (V)
I’espace vectoriel des polynomes complexes sur V' homogenes de degré k.

a) Pour f € P (V), on pose p¥)(g)(f) = f o p(g~"). Montrer que I'on définit
ainsi une représentation p(*) de G' dans P*) (V).
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b) Comparer p(!) et la représentation contragrédiente de p.

)
¢) On suppose que G = GL(2,C), V = C? et p est la représentation standard. Soit
k=2 A fe P®(C?) défini par f(z,y) = az® + 2bxy + cy?, on associe le vecteur
a
vp=[b| eC? . Ecrire la représentation p de GL(2,C) dans C? définie par p® et
c
I'isomorphisme ci-dessus. Déterminer la contragrédiente de p.

Exercice 2.16 Convolution.

Soit G un groupe fini et soit C[G] I'algébre du groupe, ¢’est-a-dire I’espace vectoriel
F(G) muni de la multiplication définie par ejeyr = €44 €t prolongée par linéarité.

a) Montrer que le produit de deux fonctions fi, fo € C[G] est le produit de convo-
lution (f1 # f2)(9) = Lpea fr(R) f2(h71g) -

b) Soit p une représentation de G et f € C[G]. On pose ps = >_ o f(9)p(g) -
Montrer que pf,«f, = pf, © pfs -

¢) Montrer que f € C[G] est une fonction centrale si et seulement si f est dans
le centre de I'algebre C[G] munie du produit de convolution (c’est-a-dire commute au
sens de la convolution avec toute fonction sur G).

Exercice 2.17 Sur Uapplication f+— py.

Pour toute représentation (E,p) de G, et toute fonction f sur G, on considere
I’endomorphisme p; de E défini par

pr=>_ f@rlg) -

geG

a) Soit R la représentation réguliere de G. Etudier Ry(eg), pour g € G. Montrer
que Ry(e.) = f. L’application f € C[G] — R; € End C[G] est-elle injective ?

b) Soient p; et p; des représentations irréductibles de G et soit x; (resp. x;) le
caractere de p; (resp. p;). Evaluer py pour p = p; et f =X;.
Exercice 2.18 Produits tensoriels de représentations.

Soit p la représentation irréductible de dimension 2 du groupe symétrique S3. On
pose p = p®! et I'on définit par récurrence, pour tout entier k > 2,

P&k = g1 @

a) Pour k € N*, décomposer p®* en somme directe de représentations irréductibles.

b) Soit A3 C &3 le groupe alterné. Pour k € N*, décomposer en somme directe de
représentations irréductibles la restriction de p®* a As.





