CHAPITRE 1

Modeles hyperboliques

Apreés avoir rappelé les hypothéses physiques et mécaniques qui conduisent d un
modéle trés général pour la dynamique des gaz, nous le simplifions petit a petit
pour aboutir a l’équation d’advection (paragraphe 1). Nous introduisons ensuite la
méthode des caractéristiques qui permet de résoudre par un calcul simple l’équation
d’advection, y compris pour un intervalle borné. Nous donnons au troisieme para-
graphe la définition générale d’un “systéme hyperbolique de lois de conservation”
et nous vérifions qu’elle permet de traiter le cas de la dynamique des gaz.

1) DYNAMIQUE DES GAZ

Introduction

e La mécanique des fluides est un champ important d’interaction entre les
sciences de l'ingénieur et les mathématiques. En premieére approximation, les
modeles mathématiques sont fixés depuis le dix-huitieme siecle (Euler, Lagrange)
et ils donnent encore lieu a des problemes mathématiques ouverts, c¢’est-a-dire qui
restent a résoudre. Rappelons que I'approche d’Euler (1755) consiste & chercher
le fluide sous la forme de champs définis dans I’espace temps ou une portion = de
celui-ci :

(1.1) (x,t) € 2 ¢ R*xR.

On distingue d’une part les champs thermodynamiques tels que la densité notée
p, I'énergie interne e et la pression p :

(12)  E 3(x,t) = (p(z,t), e(z,1), p(x,1)) € ]0,00[*
et le champ de vitesse u qui décrit la cinématique du fluide :
(1.3) E 3 (2,t) — u(z,t) € R>.

L’impulsion ¢ = pu couple la densité et la vitesse et constitue une grandeur
conservée fondamentale. Elle permet méme souvent de définir la vitesse via la
relation © = %, ce qui exclut naturellement la valeur p = 0 de I’ensemble des

valeurs admissibles pour la densité.

e  Une premiere fermeture est donnée par la thermostatique. La loi d’état du
fluide fournit une relation a priori entre la densité, la vitesse et la pression. Nous
utilisons dans ce chapitre le modeéle le plus simple du gaz parfait polytropique, de
rapport des chaleurs spécifiques égal & une constante v (y > 1) :
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(14)  p=(y-1pe, ~v>1.

Dans ce modele, les chaleurs spécifiques C), et C,, a pression et volume constant
respectivement sont des constantes et ’énergie interne est proportionnelle a la
température T :

(1.5) e = C,T, C,=constante, C), = constante.

e Les autres relations sont associées aux lois de conservation de la physique a
I’échelle macroscopique et a basse vitesse caractéristique du régime ou ’on étudie
habituellement un fluide : conservation de la masse, de I'impulsion, de 1’énergie.
Pour écrire ces lois de conservation, on introduit les trajectoires du milieu con-
tinu, ce qui revient in fine a prendre le point de vue de Lagrange. On résout
classiquement I’équation différentielle

(1.6) o _ u(z,t)

dt

associée a la condition initiale

(1.7) z(0) = a;

on note X (a,t) la solution de I’équation (1.6) associée a la condition initiale (1.7) ;
elle définit le changement de variables entre coordonnées de Lagrange (a,7) et
d’Euler (z,t) :

(1.8) © 5 (a,7) — (X(a,7),t=7) €E.

Un volume V' qui occupe & l'instant initial la position Vy (avec (Vp,0) C ©) est
“suivi dans son mouvement” avec la relation (1.8) et devient un volume V(1) =
{X(a,7), a € Vo}. On établit alors (voir par exemple l'ouvrage classique de
E. Guyon, J.P. Hulin et L. Petit [Hydrodynamique physique, CNRS-Inter-Editions,
1991]) que la dynamique d’une grandeur conservée ¢ que l'on suit dans son mou-
vement est équilibrée par le flux en & travers la surface OV(t) :

d

(L9)  — pdz = / Wedy,
dt Jy @ oV (¢)

soit sous forme différentielle

(1.10) g—f + div(u¢) = divey

par utilisation de (1.6) et de la formule de Green. Pour la conservation de la masse,
on a ¢ = p et aucune source surfacique (¢ = 0) :

dp

(1.11) 2 + div(pu) = 0.
Pour la conservation de l'impulsion, on a ¢ = pu et ©» = o, tenseur des
contraintes :
0
(1.12) En (pu) + div(pu®@ u) — dive = 0
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soit sous forme développée composante par composante :
0 .
(1.13) PUz + Z { -(puiug) — %Uij} =0, i=1,2,3.
J

La conservation de ’énergie demande de regrouper ’énergie interne volumique pe
, . . 1 2
et énergie cinétique volumique 5 p |u

1
(1.14) ¢ = pe + 5p\u|2 = pE.

Le flux d’énergie est égal a la puissance du flux d’impulsion diminuée du flux de
chaleur q :

(115) wz = Zaijuj - q; , 7,:1,2,3
Compte tenu de (1.10), (1. 14) (1.15), la conservation de I'énergie (totale) s’écrit

9qi
(1.16) pE +Z{ pqu - ax Zawu] —qz} = 0.

Nous retenons de ce paragraphe qu’apres ecrlture sous forme d’équations aux
dérivées partielles dans le cadre de la mécanique des milieux continus, les lois de
conservation de la physique ont une forme générale du type proposé a la relation
(1.10).

Equations de Navier Stokes

e Il reste a fixer le modele mécanique, c’est-a-dire la loi de comportement
phénoménologique a 1’échelle macroscopique. Dans le cas de la mécanique des
fluides, le tenseur des contraintes et le flux de chaleur doivent étre précisés en
fonction des champs thermodynamiques et cinématiques inconnus (relations (1.2)
t (1.3)). Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes est la somme
des contraintes de pression (ou de fluide parfait) et des contraintes visqueuses, qui
utilisent les coefficients de Lamé X et

0 Ou,
(1.17) o045 = —pbsj + A(divu)di; + ,u( i 4 ﬂ) , 1 <i,j <3.
8 j 8:3,
Lorsque le fluide obéit a la loi de Fourier pour la propagation de la chaleur, on a
oT )
(1.18) ¢G = —kawi, 1<i<3, k>0.

Les équations de Navier Stokes de la dynamique des gaz consistent a chercher le
champ constitué des inconnues thermodynamiques (1.2) et cinématiques (1.3) (soit
six champs scalaires dans le cas de trois dimensions d’espace) qui satisfont & une
équation d’état telle que (1.4) dans le cas du gaz parfait polytropique et soumis
aux lois de conservation de la masse (1.11), de I'impulsion (1.12) et de I’énergie
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(1.16) avec ’hypothese (1.17) de fluide newtonien qui satisfait a la loi de Fourier

1.18).

e La mécanique des fluides se divise alors en deux grandes branches mathé-
matiques reliées a ’hydrodynamique d’une part et a la dynamique des gaz
d’autre part. Dans le cas ou la densité est constante (fluide incompressible, ce qui
est vrai pour un liquide en premieére approximation), la conservation de la masse
(1.11) s’écrit simplement

(1.19) divu = 0.

La conservation de I'impulsion (1.13), compte tenu de (1.19) et (1.17), prend la
forme plus simple

6UZ‘ 6UZ 12 8]) _
(1.20) o+ zj:u] oy ;Auz o = O

—~

On n’a pas besoin de ’équation de 1'énergie ni de la loi d’état (1.4) pour “fer-
mer” le modele incompressible des équations de Navier Stokes ; la pression peut
s'interpréter comme un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte
d’incompressibilité (1.19). Les “fanas” pourront consulter le livre de R. Temam
[Navier Stokes equations, North Holland, Amsterdam, 1977]. Les mathématiciens
classent le systeme (1.19) (1.20) comme “parabolique incomplet”, et le systeme de
Stokes, obtenu en négligeant le terme non-linéaire ueVu au sein de la relation
(1.20) lorsqu’on se limite & d’une étude stationnaire, est de type elliptique. Ce
type de probleme n’est pas développé ici et nous renvoyons le lecteur par exemple a
Pouvrage de V. Girault et P.A. Raviart [Finite Element Methods for Navier Stokes
FEquations, Springer Series in Computational Mathematics, vol. 5, 1986].

e Lorsque la densité varie fortement (en temps et/ou en espace), on est typique-
ment dans le cadre de la dynamique des gaz. Les équations de Navier Stokes des
fluides compressibles forment le modele le plus complet pour décrire I’ensemble des
conservations de la physique dans le contexte de la mécanique des milieux continus.
Nous remarquons simplement ici que si nous cherchons une solution particuliéere
de vitesse nulle, I’équation de 1’énergie (1.16) se réécrit aussi, compte tenu de
(1.5), (1.11), (1.14) et (1.18) :

(121)  pC, %—f — div(kVT) = 0.

On retrouve I'équation de la chaleur étudiée dans le cours d’équations aux
dérivées partielles. Nous retenons ici que I'équation (1.21) de diffusion de la
chaleur est I'un des modes de transfert de ’énergie, 'autre étant associé au terme
non-linéaire div(puT) négligé dans (1.21), c’est-a-dire la convection.

10
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Equations d’Euler des fluides parfaits

e Compte tenu de I'immense complexité mathématique des équations de Navier
Stokes qui, dit-on, “contiennent tout” (le lecteur intéressé est invité & consulter
l'ouvrage de P.L. Lions [Mathematical Topics in Fluid Mechanics, Oxford Science
Publications, 1996]), on construit des modeles de plus en plus simples afin de
pouvoir maitriser les mathématiques sous-jacentes. La premiere étape est de sup-
poser que le fluide est parfait ; le tenseur des contraintes néglige alors les termes
visqueux associés au gradient du champ de vitesse (on pose A =y =0) et le flux
de chaleur est supposé nul ¢ =0 :

(1.22) c = —pld.

On suppose aussi ici (afin uniquement d’alléger les expressions algébriques) que
lespace est bidimensionnel. Les équations de conservation de la masse (1.11), de
Pimpulsion (1.13), et de ’énergie (1.16) s’écrivent, avec un champ de vitesse u
noté abusivement (u, v)

o 0 o,
7 a—x(PU) + a—y(Pv)—O
0 0 0
—(pu) + 5= (pu® +p) + 5-(puv) =0
ot or oy
a(ﬂ“) + a—x(puv)+ a—y(PU +p)=0
0 0 0
a(pE) + %(puE—i-pu) + 6—y(va+pv) =0.

Ces équations de conservation sont également couplées a la loi des gaz parfait (1.4)
et & 'expression (1.14) de I’énergie totale.

e Le modele (1.4) (1.14) (1.23) est encore hors de portée des méthodes de
I’analyse mathématique qui cherchent a démontrer qu’avec des conditions aux
limites & préciser, il y a existence (et unicité !) d’une solution (p(m, Y, ), u(z,y,t),
v(z,y,t), e(x,y,t)) du modele de fluide parfait bidimensionnel pour tout instant
t >0 sion se donne une condition initiale (po(x,y), uo(z,y), vo(z,y), eo(z,y)).
Par ailleurs, apreés discrétisation a laide de la méthode des volumes finis (in-
troduite dans les chapitres ultérieurs), le méme modele mécanique (1.4) (1.14)
(1.23) est d’emploi courant dans l'industrie aéronautique pour déterminer les ef-
forts aérodynamiques dus au champ de pression autour d'un avion de transport
ou autre engin volant.

Equations de Saint-Venant du fluide barotrope

e Il est donc naturel de chercher & simplifier le modele des équations d’Euler de
la dynamique des gaz. Le nouveau modele est fondé sur 'existence de l’entropie.
On définit I’entropie spécifique s par la relation

11
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(1.24) p = Kp7 exp ( Ci)

v
(avec une constante K > 0 destinée a la cohérence de I'analyse dimensionnelle).
On a alors la

e Proposition 1. Transport de I’entropie.
Une solution réguliere (de classe C!)

25 (z,y,t) — (plx,y.1), ulz,y,t), v(z,y,1), e(z,y,t)) € R*
des équations d’Euler (1.4) (1.14) (1.23) de la dynamique des gaz vérifie I’équation
de transport de ’entropie

Os Os Os
1.2 — — — =
(1.25) % +u e +v oy 0

avec s(e) donnée a l'aide de la relation (1.24).

e La preuve est un exercice (classique mais pas si facile !) laissé au lecteur qui
pourra consulter I'ouvrage de référence de E. Godlewski et P.A. Raviart [ Numerical
Approximation of Hyperbolic Systems of Conservation Laws, Applied Mathemati-
cal Sciences, vol. 118, Springer, 1996]. Une conséquence de la relation (1.25),
jointe au changement de variables (1.8) est I'invariance de I'entropie le long des
lignes de courant. Si on pose

(1.26) O 3 (a, 7) — $§(a,7) = S(X(a,T),T) elR,
on a alors le calcul numérique (sur lequel nous reviendrons)

Js o0X Js Js
E = E.VS + E(X,T) = ros—i— E =0.

Si elle est constante dans 'ouvert “initial” Vj et si “la” solution des équations
d’Euler est réguliere, alors ’entropie est constante.

e  Cette propriété mécanique motive 1’étude de gaz dont la loi d’état n’est plus
(1.4), mais de type (1.24) avec s = constante, et on parle alors de gaz isen-
tropique. De fagon plus générale, un gaz barotrope est un gaz dont la thermo-
statique est simplifiée et ne comporte qu'une seule variable thermodynamique, en
général la densité p :

dpP
(1.27) p= Plp), p>0, P(p)>0, d—p>0,
ol P(e) est une fonction réguliere ]0,00[3> p —— P(p) €]0,+00[. On élimine
alors I'équation de ’énergie, déja utilisée grace a (1.25) et 'hypothese de fluide
barotrope. On obtient ainsi le modele du fluide parfait barotrope

12
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9p 0 ) -
o + a—x(PU) + a—y(Pv) =0

(1.28) g(u)—kg( u2+P())+2( uv) = 0
—_ _— —_— 2 =
5¢(P0) + o-(puv) + ay(pv + P(p)) = 0

qui est mathématiquement identique aux équations des eaux peu profondes
proposé par A. Barré de Saint-Venant en 1839. Dans le cas d’'une dimension
d’espace, le systeme (1.28) se simplifie en

P v Lpw) = 0
(1.29) ot = O

5 (Pw) + 5-(0u® + Plp)) = 0.

p-systéme

e Le p-systeme est une version lagrangienne des équations de Saint-Venant
(1.28) dans le cas d’une seule dimension d’espace. On suppose qu’on dispose
d’une solution réguliere p(z,t), u(x,t) des équations de Saint-Venant (1.29) a une
dimension d’espace, avec la condition

(1.30) 0 < pe < plz,t) < p" < o0, rzelR, t>0.

On construit le changement de variables (£, 7) — (x,t) des coordonnées de La-
grange vers les coordonnées d’Euler de proche en proche. On commence par
linstant initial. On cherche IR 5 £ — X(&,0) € IR de sorte que

0X 1
8_5(5’0) = W ; X (£0,0) = &

ou & est fixé dans IR. Cette condition initiale est tout a fait non triviale et
couple I’équation de la masse aux coordonnées. On fait ensuite évoluer X (e,e)
avec le temps par la recherche des trajectoires (ou des caractéristiques) :

(1.31)

132)  en) = w(xen.r), 20, feR.

Sile champ de vitesse est assez régulier (localement lipschitzien), la fonction 7 —
X (&, 7) est définie pour les temps 7 assez petits et on suppose que cette fonction
peut étre, pour tout ¢ € IR, prolongée & [0,4o00[. Les coordonnées d’Euler (z,t)
prennent par définition la forme suivante, en fonction des coordonnées de Lagrange
(&)
(1.33)  (zt) = (X(§7), 7).

O(z,t) 0X/0¢ 0X/oT 0X

Le jacobien J(£,7) = = = est non nul en

o, 1) ot/og  ot/or Fa

13
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7 =0 (¢f (1.31)) et le produit (pJ) est constant dans le temps, comme le
montre le calcul ci-dessous :

0 _ (Op 0X  Op 9?X
(X)) sen) = (3£ 5+ ) b 5o
_ 9 dp
= Luwes+ L4y ag( w(X(7), 7))

0
_ (9p dp ou 0X
*<at+ a)‘]+ or O
(
0

compte tenu de (1.29)

(1.34)  p(X(§ 7)) J(E7) = p(X(&,0),0) J(0) =1

donc le jacobien J(e, o) ne s’annule jamais.

e On introduit les nouvelles fonctions inconnues, & savoir le volume spécifique
v = 1/p et le champ de vitesses, noté ¢ en lagrangien :

1 L/
(1.35) w(&,T) = FEDk ¢, 1) =ulx,t), (z,t)et(§,7) reliés par (1.33).

Les dérivations se transforment tres classiquement :

0 0z 0 ot o 0 0 0 0
ot Ox

or  Ordx  Or ot ox ot
o _ w0 0to 0 19 0
o8 0 0x  otot T oxr  pox or
et s’inversent selon

0 0 1. 0 0 10
1. — = = - (= — =
(1.36) ot or vgaf’ dr v 0¢

L’équation de la masse s’écrit

R REICRSTE SEIC L IR

et celle de I'impulsion :
ou 0 0 10 10 B
(5 T oas) P = y5 vag[P(_)}_O'

Les équations du p-systeme sont la réécriture des équations monodimensionnelles
du fluide barotrope avec les coordonnées lagrangiennes définies en (1.31) (1.32) et
les inconnues (v, ¢) introduites en (1.35) :

o w2

14
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v o/

(1.37) gg %

1
+ = P( —) ~0.
ot o0& v
On note qu'il est facile d’éliminer la vitesse pour écrire une équation des ondes
non linéaire :

0%v 0? 1

Acoustique linéaire

e  On revient dans ce paragraphe au cas de deux dimensions d’espace pour fixer
les idées. L’étude de I'acoustique consiste & chercher I’évolution des perturbations
(p’(x,y,t), u'(z,y,t), v’(m,y,t)) autour d’'un champ constant (pg,ug,vp), d'un
fluide en évolution isentropique (c¢f. (1.24)). On a donc

(139) (pv u, U) = (PO + p/v up + ul’ Vo + U/)

et le vecteur des inconnues (p’, v/, v’) est considéré comme un infiniment petit.
Par suite I’équation (1.24) entraine par dérivation

- (ps) = Oro
op™ Po
et ¢o est (voir plus loin !) la célérité des ondes sonores.

(1.40) po=cp, & =

e On obtient le systeme de 'acoustique linéaire en injectant la représentation
(1.40) au sein des équations de Saint-Venant (1.28), en négligeant les termes

“primes” d’ordre 2 ou plus. On a par exemple
/

2 Lo+ o) (wo+1)] = (uo+u) 2L 4 (Po-i-ﬂ/)a@_l;c/

oxr Ox
/ !
= UOZ_Z + p()% + (ordre > 2).
I1 vient alors facilement
9 r u po 0\ 4 I
— || +/po uwo 0 | —|[u ]+
ot v’ 0 0 wug Oz v’
(1.41) ,
() 0 po o Y
+ O UO 0 6_ ’LL/ = 0
c2/po 0 v Y\

et par construction méme, ce modele est linéaire.

15
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e Dans le cas le plus courant en pratique ou ’état constant est de vitesse nulle
(up = vo = 0), on obtient ’équation des ondes linéaire en dérivant par rapport
a t la premiere équation de (1.41) et en lui soustrayant la seconde apres dérivation
par rapport a x puis la troisieme apres dérivation par rapport a y :

82
(1.42) <w—c?)A> P =0.

Equation de Burgers

e Il s’agit d’'un modele purement mathématique proposé par Burgers en 1941
pour comprendre les effets des termes non linéaires de dérivation spatiale d’un
produit au sein des équations de la dynamique des gaz (Euler (1.23), Saint-Venant
(1.28)) dans le cas simple d’'une seule dimension d’espace. On cherche donc un
champ u : R X [0,00] > (x,t) — wu(z,t) € IR (de vitesse ?) satisfaisant a
I’équation

ou 0 [ u?
(143) S+ 87(7) =0, u(zt)eR.
On peut aussi écrire cette équation sous une forme “non conservative” en explici-
tant la dérivée du produit :

ou ou
(144) -+ = 0.

Equation d’advection

e Si on linéarise I’équation de Burgers autour du champ constant uy = a, ou
si dans I’équation de conservation de la masse (1.11), on suppose que le champ de
vitesse u est une constante égale & a, la perturbation (u —a) (ou la densité p) suit
une équation linéaire posée a une dimension d’espace : ’équation d’advection
(1.45) %—i—ag—Z:O, re€R, t>0, u(z,t)eR.

C’est le modele hyperbolique le plus simple. Sa résolution algébrique est tres facile
(voir le paragraphe suivant). Pourtant, son approximation numérique est délicate
et nous en reparlerons au chapitre 2.

2)  METHODE DES CARACTERISTIQUES

Probléme de Cauchy pour I’équation d’advection

e I’équation d’advection (1.45) se résout mathématiquement de maniere tres
élémentaire. Nous posons d’abord le probleme de Cauchy formé de ’équation
d’advection (1.45) pour € IR, t > 0 et de la condition initiale

16
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(2.1) u(z,0) = w(z), zeR, u’ecCY(R).

e Proposition 2. Caractéristiques pour 1’advection.

Soit R 3 ¢+ u"(¢) € R une fonction de classe C1. Alors le probléme de Cauchy
pour I’équation d’advection, composé de 1'équation (1.45) et de la condition initiale
(2.1), a une solution unique IR x [0, +oc[ > (x,t) — u(x,t) € R de classe C1,
déterminée par

(2.2) u(z,t) = u’(z —at), zelR, t>0.

Preuve de la proposition 2.
e Il est d’abord immédiat de vérifier que la relation (2.2) définit une solution de
(1.45) :

0

{a +a%}u0(x—at) = (—aiuo—l-aiuo)(x—at) = 0.

L’unicité s’obtient a l'aide de la méthode des caractéristiques, qui consiste a
chercher les courbes intégrales 7 — X (7) du “champ de vecteurs” IR x [0, 00[>
(z,t) — a € R. Soit X (e) une solution de I’équation différentielle

dXx
(23) E = a, 7>0
et 7+ v(7) la fonction de variable réelle définie par
(2.4) o(t) = u(X(7), 7)

ot R > R x[0,00[> (x,t) — u(z,t) € R est une solution de classe C! du
probleme de Cauchy (1.45) (2.1). On a alors

dv ou dX ou ou  Ou

= el - + 2\ (x =0

ot~ gt o) (X0

et la fonction wv(e) est constante. On dit aussi que “la solution est constante
sur les droites caractéristiques”.

e Etant donné un point (z,t) € R x [0,00[ arbitraire, soit 7 — X(7) la
solution de (2.3) valant x au temps t : X(¢) = . On a alors par intégration de
(2.3): X(r) = x + a(r—t) et en particulier X(0) = x — at. La constance
de v(e) sur la droite précédente entraine v(t) = v(0) , c’est-a-dire

u(z,t) = u(z —at, 0) = u(x — at)

au vu de (2.1). D’ou I'unicité ; la proposition 2 en résulte. O

17
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tA

)

Figure 1. Droites caractéristiques pour ’équation d’advection.

e La figure 1 illustre le résultat (2.2) ; ensemble des solutions 7 +—— X(7)
de I’équation (2.3) déterminent une famille de (demi) droites paralleles (de pente
a) qui recouvrent ensemble du demi-plan IR x [0,00[. Au point courant (z, t),
il existe une unique droite caractéristique de la forme (2.3) le long de laquelle
toute solution (réguliere) de (1.45) est constante. On “remonte” la caractéristique
jusqu’a linstant ¢ = 0, ou la solution u(e,0) est connue & 'aide de la condition
initiale (2.1).

Conditions aux limites pour I’équation d’advection

N (1
dx _ / d_x =a
at -
\ )
0 N Px-at) X Plx—at =x

Figure 2. Probleme a la limite pour l’équation d’advection. Si a < 0, les carac-
téristiques “sortent” du domaine d’étude {x > 0,t > 0} et aucune condition limite
n’est nécessaire [a gauchel. Sia > 0, les droites caractéristiques “entrent” (pour les
temps croissants) dans le domaine d’étude et il faut se donner une condition limite
de type (2.5) pour déterminer u(e, ) solution de Uéquation d’advection (1.45).

e Nous montrons dans ce paragraphe que le probleme & la limite formé de (1.45)

dans le quart de plan |0, 4+00[x]0, +0o0[, de la condition initiale (2.1) sur la demi-
droite [0, co[ et d’une condition limite en x = 0 et ¢ > 0 du type
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(2.5) u(0,t) = g(t), t>0,
soit de facon précise
ou ou
— +a— =0, x,t) € [0,400[x[0, +o0]
' u(z,0) = u'(z), x>0 {a > 0}
u(0,t) = g(t), >0

t
conduit & un probléme bien posé (qui admet une solution unique) lorsque a > 0
alors que pour a < 0, il n’en est rien : le probleme a valeur initiale et sans
condition limite, soit

ou ou
2.7) { 5 + ag_ = 0, (x,t) € [0,4+00[x][0, +00[

u(z,0) = u’(z), x>0 {a < 0}
a une solution unique.

e Proposition 3. Condition limite pour 1’équation d’advection.

Soit [0,00[3 € — u®(¢) € IR une fonction de classe C! (condition initiale) et
[0,00[2 8 — g(0) € R une fonction de classe C! bien définie pour a > 0 (condi-
tion limite).

(i) Sia >0, le probleme (2.6) & valeur initiale et & la limite a une unique
solution de classe C!, sous les deux conditions :

(28)  u’(0) = ¢(0)

dg du®
2. e _— fr— .
29)  L0) + a0 = 0
Elle s’explicite via les relations
(2.10) uw(z,t) = u'(x —at), x> at
(2.11) u(x,t) = g(t— g), x < at.

(ii) Sia <0, le probleme (2.6) uniquement & valeur initiale a une solution
unique u(z,t) de classe C!, calculée & I'aide de la relation (2.9).

Preuve de la proposition 3.

e Nous étudions d’abord le cas @ > 0. La condition (2.8) est nécessaire si on
cherche (e, o) continue au point (0,0) et la condition (2.8) exprime que si u(e,e)
est continuement dérivable au point (0,0), 'équation d’advection est satisfaite en
ce point.

e La méthode des caractéristiques permet ensuite de construire la forme (2.9)
(2.10) nécessaire pour une éventuelle solution. Si z > at, la droite de pente a
passant par (z,t) coupe laxe des = en (z — at,0) et comme toute solution de
(1.45) est constante le long d’une telle droite, la relation (2.9) est nécessaire. Si
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z < at, la droite caractéristique passant par (x,t) a une intersection avec I’axe du
temps en (O,t - %) avec t — £ > 0, olt g(e) est effectivement définie. Donc la

relation (2.10) est nécessaire.
e Il reste a vérifier que les relations (2.9) (2.10) déterminent une solution de

classe C' du probleme (2.6). Le seul point non banal est de vérifier qu’effectivement
u(e, o) est de classe C! sur la demi-droite {(¢,at), t > 0}. On a

ou du? .
%(t, at) = E(O) six > at
1 dg .
= _E E(O) six < at

9]
et la non-ambiguité de l'existence de —u(t, at) résulte de la relation (2.9). On a
x

u
un calcul analogue pour E(t’ at) :

0
%(t, at) = —a %(O) six > at
= %(0) stz < at.

e Dans le cas a < 0, 'ensemble des caractéristiques issues de [0, co[x {0} recou-
vre le quart d’espace [0, co[x[0, 0] :

(x,t) = (z—at, 0) + (at, t)

avecx —at >0siz >0, t >0 et a<0. Par suite, u(z,t) est nécessairement égal
a u(x —at,0) = u’(z — at) et la relation (2.9) est toujours nécessaire (on remarque
d’ailleurs que {(z,t) € IR?, z < at, t > 0} contient [0, 00[x [0, 00 si a < 0). II est
facile de vérifier que la relation (2.9) définit une solution du probleme (2.6) ; la
méthode des caractéristiques est tout a fait analogue au cas du “pur” probleme de
Cauchy. O

e  On retiendra de la proposition 3 le curieux comportement des problemes hy-
perboliques vis-a-vis des conditions aux limites : on en a parfois besoin (cas
a > 0, caractéristique entrante dans le domaine d’étude) et parfois pas (a < 0,
caractéristique sortante) ainsi qu’illustré figure 2.

Systéme hyperbolique linéaire

e Nous abandonnons le modele le plus simple de ’équation d’advection (comple-
tement résolu !), laissons pour le chapitre suivant I’équation non linéaire de Burgers
(1.45), et généralisons (au moins dans le cas d’une dimension d’espace) le modele
(1.42) de l’acoustique linéaire.
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e Définition 1. Systeme hyperbolique linéaire.
Soit N un entier supérieur ou égal a 1, A une matrice réelle fixée a N lignes et
N colonnes. Le systeme de lois de conservation
ow ow
2.12 LAl =0, eR, t>0
( ) ot + Ox * -
d’inconnue R x [0,00[> (z,t) — W(z,t) € RN est dit hyperbolique si la
matrice A est diagonalisable sur IR ; il existe des valeurs propres réelles
(213) >\1§)\2§§)\k§)\k+1§§)\N7 M € R
et des vecteurs propres r, € IRYN associés & ces valeurs propres :
(214) Ao?“k = )\k: Tk -

qui forment une base de I’espace IR .

e Il est facile d’expliciter la solution d’un systeme hyperbolique linéaire dans le
cas d’une dimension d’espace. On décompose le vecteur W (e, o) inconnu sur la
base des vecteurs (fixés) r, :

N
(215) W = > oz, t)re.
k=1

Les inconnues scalaires (e, o) sont aussi appelées les variables caractéris-
tiques. Elles sont solution de N équations d’advection de célérité Ay :
ol dpx

(216) =+ A= =0,

résultat qui s’obtient facilement en injectant la représentation (2.15) au sein de
I'équation (2.12) :

ow ow Opr Oy _ Do Do
o A T Z (G GpAm) = Z (S X )

vu (2.15) et en utilisant le fait que la famille (r)1<k<n est une base de IRY.

t A

1)

TX

Figure 3. Droites caractéristiques pour un systeme hyperbolique linéaire.
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e Pour calculer la solution W(e,e) au point (x,t), on décompose le vecteur
inconnu sur la base (r4)r des vecteurs propres de A. Puis la k° variable car-
actéristique ¢ est solution d’une équation d’advection (2.16), laquelle possede
des solutions constantes le long des droites caractéristiques d’équation % = Ag.

On a donc
(2.17) or(z,t) = Pz — M t) 1<k<N

ott la condition initiale IR > & — WP(¢) € RY est supposée décomposée comme
a la relation (2.15) :

(218) W) = O, EeR.

= IM=

Si on regroupe (2.17) et (2.15), on a :

wg(x — Ak t) rg .

E

(219) W(x,t) =

=~
Il

1

Le point (z — At,0) sur Paxe des abscisses envoie 1"“information” 9 (z — Axt)
jusqu’au point (z,t) a la célérité M. Puis on reconstitue ’ensemble de la solution
(2.18) de I'équation (2.12) associée & la condition initiale

(2.20) W(z,0) = W), zeR

a laide de la relation (2.19) qui est une décomposition sur les vecteurs propres de
A. Nous venons d’établir la

e Proposition 4. Probleme de Cauchy pour un systéme hyperbolique
linéaire. Soit A une matrice fixée comme a la définition 1 et IR 2 & — 9 (z) €
IR un ensemble de N fonctions de classe C! sur IR. Alors la solution classique du
probleme hyperbolique (2.12) associé a la condition initiale (2.20) définie en (2.18)
existe, est unique et est calculée grace a la relation (2.19).

e Nous terminons ce paragraphe par le probleme a valeur initiale et a la limite
posé sur le domaine [0, L] x [0, +o00[ d’espace-temps (figure 4). A 'équation (2.12)
posée pour 0 < z < L et t > 0, on associe la condition initiale (2.18) définie via
des fonctions [0,L] 3 & — ¢{(€) € R de classe C*(1 < k < N). Les conditions
aux limites sont différentes en x = 0 et en x = L. Il faut dans chaque cas
déterminer ’ensemble des directions caractéristiques “entrantes” dans le domaine
d’étude [0, L] x [0, oo
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gO,iIZIIo %’jmlL

o' wo IL E

Figure 4. Probléeme a valeur initiale et aux limites
pour un systéme hyperbolique linéaire.

e On se donne d’abord I’ensemble des directions caractéristiques sur lesquelles
il faut se donner une condition limite en x = 0 :

(2.21) Iy = {ie{l,...,N}, X\, >0}

et de méme en x = L :

(2.22) I = {je{l,....N}, \; <0}.

Les conditions en x = 0 portent sur les directions ¢ € Iy :

(223)  @i(0,) = g)(t), i€l ,t>0
et de méme en x = L avec les indices j € I,
(224)  @i(L,t) = gr(t), jelL,t>0.

Notons que les données de conditions limites [0,00[> 6 —— ¢%(0) € IR et
[0,400][ > 0 — gjL(Q) €eR (i € Iy, j € I) sont relatives aux variables carac-
téristiques définies a la relation (2.15).

e Le probleme (2.12) avec la condition initiale (2.18) (2.20) et les conditions aux
limites (2.23) (2.24) a une solution unique réguliere W (e, o) représentée en (2.15)
et évaluée par (2.19) pour 0 <z — A\t < L, et par

2.25)  @i(at) = g?(t— /\5) T—Nt <0, iel
)

220) w0 = of(e- ). Lse-ne gen
J

dans les cas ol les conditions limites (2.23) et (2.24) sont activées. On a aussi
a noter les relations de compatibilité qui assurent que la solution obtenue est
continue :

(227)  $Y(0) = g7(0), i€
(2.28) eHL) = gr(0), jelL
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et celles qui traduisent qu’on dispose d’une solution de classe C! :

da® do?
(2.29) dgt’ 0) + X\ d? 0 =0, iel
dgf def )

3) SYSTEMES HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES
DE LOIS DE CONSERVATION

Généralités

e Nous donnons dans cette derniere partie un cadre théorique qui permet de
“ranger” Iéquation de Burgers (1.45), le p-systeme (1.38), les équations (1.28)
des eaux peu profondes et le systeme (1.23) des équations d’Euler des fluides
parfaits. Nous nous plagons a deux dimensions d’espace pour alléger les notations ;
la généralisation aux dimensions supérieures est immédiate et le cas d’une seule
dimension d’espace sans difficulté supplémentaire. Elle généralise naturellement
la notion de systeme hyperbolique linéaire, qui permet de résoudre le probleme
de Cauchy. Modulo I'introduction d’une condition d’entropie (voir le chapitre 4),
cette notion de systeme hyperbolique non linéaire permet de résoudre le probleme
de Riemann, cas particulier du probleme de Cauchy ou la donnée est formée de
deux états constants.

e Définition 2. Systeme hyperbolique non linéaire.
Le systeme de lois de conservation

ow 7]

0
(3.1) ot + %f(W) + 8—yg

est dit hyperbolique si pour tout angle 6 € [0,27] et tout W € Q la matrice
jacobienne
(3.2) AW, 0) = cos@df(W) + sinf dg(W), 0€0,2n], WeQ
est diagonalisable avec des valeurs propres A, (W, 0) réelles et des vecteurs pro-
pres réels ri(W, 0) :
(3.3) Ar(W,0) eri(W,0) = X\i(W,0) re(W.0),

‘ felo,2n], 1<kE<N, WeQ

(W) =0, 2€R, t>0, W(a,t) €Q

qui forment une base de R".

e La premiere remarque est que la propriété d’hyperbolicité est invariante par
changement de fonction inconnue Q@ > W +—V = V(W) € Y supposé régulier
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et bijectif ; elle ne dépend pas de 'écriture “conservative” des équations (3.1).
Supposons en effet que 'on effectue le changement de fonction inconnue proposé
ci-dessus :

(3.4) QsW+—V = VW)e),
et cherchons ’équation satisfaite par V. On pose
(3.5) TW) = dV(W), WeQ;

on a alors
ow 0 0 ow oV ow ow
5 T /W) + 8—y9(W) = v g T Y W)er + dg(W)e 3y
oV oV
= -1 —_— . -1 *—
=T (W).[ o TOV)Af(W) T~ (W) S5 4
+T(W)odg(W)oT71(W)o 88—‘:; = 0.
L’équation satisfaite par V(z,y,t) € Y s’écrit donc
oV oV oV
. — B o . =

(3.6) 5 + B(V) o + C(V) 9y 0
avec

@7y { BYV) = T(W)edf(W)eT" (W)
C(V) = T(W)edg(W)e T HW).

c’est une “forme non conservative” des équations (3.1).

e Proposition 5. Condition suffisante d’hyperbolicité

Pour que le systeme (3.1) de lois de conservation soit hyperbolique, il suffit de
vérifier qu’avec un changement de fonction inconnue (3.4), les matrices B(V') et
C (V) définissent, pour tout 6 € [0, 27], une matrice D(V,6) via

(3.8) D(V,0) = cost B(V) + sinf C(V) , felo,2n], Vel

qui a des valeurs propres réelles et dont les vecteurs propres forment une base de
IRY, id est est diagonalisable sur IR.

Preuve de la proposition 5.
e Elle est immédiate ; le calcul effectué plus haut montre que les matrices A(W, 6)
et D(V,0) sont semblables :

(3.9) D(V,0) = T(W)e A(W,0)e T (W).
Elles ont donc mémes propriétés spectrales et la diagonalisabilité sur IR de
I’'une entraine la méme propriété pour 'autre. O
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Equations d’Euler de la dynamique des gaz

e Nous montrons maintenant que le systeme des équations d’Euler de la dy-
namique des gaz (1.23) est un systéme hyperbolique non linéaire de lois de
conservation et laissons au lecteur le soin de vérifier a titre d’exercice que la méme
propriété est vraie pour le modele de Saint-Venant, le p-systéeme ou ’équation de
Burgers.

e Le premier point est de préciser la valeur de I'ouvert Q@ C IR* qui englobe
toutes les variables “conservatives” W, avec

(3.10) W = (p,q,7,&)"

(3.11) qg = pu, r = pv
1
(3.12) E = pe+ E(pu2 + pv?) = pE.
On a donc
1 q2 7,.2
3.13 Q= &)t 0,&—=(=+—)>0}.
(3.13) {(p,q,r, )Y, p>0, 2(p+p)>}

La vérification de la convexité de 2 est laissé au lecteur.

e Le second point est d’expliciter les fonctions © > W +—— f(W) € IR* et
Q> W+ g(W) € R* pour ramener le systeme (1.23) dans le cadre général
(3.1), compte tenu de la loi des gaz parfaits (1.4) qui s’écrit aussi

_ Lo 2
(14 p= (-1 (- 5 @+
et définit bien une application Q3 W +—— p(W) €]0,4oc0[. On a alors
(3.15) FW) = (p, pu® + p, puv, puE + pu)®

(316)  g(W) = (p. puv, pv* + p, pvE + pv)*

et par composition des applications Q3 W +— u(W) = ¢/peR, Q>3 W —
v(W) = r/pe R etde Q 5 W — p(W) €]0,00[ établie en (3.14), la con-
struction de Q@ > W +—— f(W) € R* et Q3 W —— g(W) € R* n'offre pas de
difficulté. On a par exemple

q2+r2)

<
p 2p

q
+ (=€ -

T

p

4

)
@17  f(W) = ar
q ¢+
5;+(’y—1)p<8— o )

e Le troisitme point consiste & faire le changement de variables (3.4) le plus
approprié, et nous proposons de poser
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(318) V= (p,u,v,s)
avec lentropie s définie en (1.24). La pression p ne dépend plus alors que de p et
s;ona

@ 2 p

3.19 )= =% >0,
(3.19) 6p(p) 75

via un calcul algébrique immédiat par dérivation de (1.24). L’écriture des équations
de la dynamique des gaz dans les variables non conservatives V' ne demande que
du soin et a été suggéré a la proposition 1. On a une évolution donnée par la
relation (3.6), avec

u p 0 0
c? 10p
_ — u 0 —-—=
(3.20) B(V) = p p Os
0 0 wu 0
0 0 0 U
v 0 p 0
0 v 0 0
B2y cv)y=|¢& o 1ow
p p Os
0 0 0 v
11 reste & vérifier que la matrice D(V,0) de la relation (3.8) est diagonalisable sur

le corps des réels. On pose
(3.22) & = ucosf + vsinb.

On a alors
& pcosf psind 0
2
© cosd 13 0 cos6 %
N ) p Os
(3.23) D(V,0) = 2 sinf Op
— sinf 0 —
p p Os
0 0 0 3
qui montre clairement que £ est valeur propre. On a ensuite
E—X pcosf psind 2
2 3 [ _
%COSH €A 0 - (E-N) pcos@(p cos@) (=X +
= 2

. (G
%sin@ 0 £- 2 —psmé’(z 51119)(5—)\)
= E-N (=N =)

qui montre que £ est valeur propre double ; les deux autres valeurs propres
sont
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(324) AL = E+ec.

e Proposition 6. Hyperbolicité des équations d’Euler.

Le systeme des équations d’Euler de la dynamique des gaz, défini a ’aide des rela-
tions (3.10) a (3.16) et (3.1) est un systeme hyperbolique de lois de conservation.
Ses valeurs propres s’écrivent

(3.25) M =€E—c < A =X =& < M =&+ c,
avec £ donné & la relation (3.22).

Preuve de la proposition 6.

e L’explicitation du noyau de la matrice D(V,0) — &1 avec D donnée en (1.23)
permet de s’assurer que ’espace propre associé a la valeur propre A = £ est bien
de dimension 2. Si X = (¢, n, , 1) € R* vérifie De X =¢ X, on a:

p cosfn + psinf =0
2

“ cosf ¢ + cos0 Op =0
P p 0Os

2 .

< noc 4 O,
p p Os

et les deux dernieres relations sont proportionnelles a (02 ¢+ % ), ce qui établit
la propriété. II suffit alors d’utiliser la proposition 5. O





