
Chapitre 1INTRODUCTION A LAMODÉLISATIONMATHÉMATIQUE ET A LASIMULATION NUMÉRIQUE1.1 Introdu
tion généraleCe 
hapitre est une introdu
tion à deux aspe
ts distin
ts, mais très liés, desmathématiques appliquées : la modélisation mathématique et la simulationnumérique. Un modèle mathématique est une représentation ou une interprétationabstraite de la réalité physique qui est a

essible à l'analyse et au 
al
ul. La simula-tion numérique permet de 
al
uler sur ordinateur les solutions de 
es modèles, et don
de simuler la réalité physique. Dans 
e 
ours, les modèles que nous étudierons serontdes équations aux dérivées partielles (ou e.d.p. en abrégé), 
'est-à-dire des équationsdi�érentielles à plusieurs variables (le temps et l'espa
e, par exemple).Pour l'instant nous laissons de 
oté un troisième aspe
t fondamental des math-ématiques appliquées, à savoir l'analyse mathématique des modèles, sur lequel nousreviendrons un peu plus longuement dans les 
hapitres suivants. En pratiquant dela sorte, nous voulons en quelque sorte, motiver et justi�er 
ette né
essaire intrusionde l'analyse mathématique. Nous allons voir, en e�et, que le 
al
ul numérique dessolutions de 
es modèles physiques réserve parfois des surprises (désagréables) qui nepeuvent s'expliquer et s'éviter que par une bonne 
ompréhension de leurs propriétésmathématiques. Rappelons en
ore une fois le 
ara
tère fondamentalement multidis-
iplinaire des mathématiques appliquées, et don
 de la simulation numérique, quimêlent mathématiques, 
al
ul informatique, et s
ien
es de l'ingénieur.Bien que la plupart des problèmes et des appli
ations qui motivent les mathé-1



2 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONmatiques appliquées sont fondamentalement non-linéaires (voir par exemple [14℄,[30℄), nous nous restreignons dans 
et ouvrage aux problèmes linéaires par sou
i desimpli
ité. De la même façon, nous n'envisageons que des problèmes déterministes,
'est-à-dire sans introdu
tion d'aléatoire ou de sto
hastique. En�n, 
e 
hapitre sevoulant introdu
tif et attra
tif, nous resterons souvent un peu �ou dans l'argumen-taire mathématique pour ne pas alourdir inutilement l'exposé. Que le le
teur rigoureuxse rassure : nous reprendrons tous les 
on
epts introduits de manière plus pré
ise aupro
hain 
hapitre.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. La Se
tion 1.2 est 
onsa
rée à un exempleélémentaire de modélisation qui 
onduit à l'équation de la 
haleur. La Se
tion 1.3est une revue rapide des prin
ipales équations aux dérivées partielles que l'on ren-
ontre dans les modèles usuels en mé
anique, physique, ou s
ien
es de l'ingénieur. LaSe
tion 1.4 est une introdu
tion assez informelle au 
al
ul numérique et à la méth-ode des di�éren
es �nies. En�n, nous donnons dans la Se
tion 1.5 la dé�nitiond'un problème bien posé ainsi qu'une 
lassi�
ation (sommaire) des équations auxdérivées partielles.1.2 Un exemple de modélisationLa modélisation représente une part 
onsidérable du travail du mathémati
ienappliqué et né
essite une 
onnaissan
e approfondie, non seulement des mathématiquesappliquées, mais aussi de la dis
ipline s
ienti�que à laquelle elles s'appliquent. Ene�et, dans de nombreux 
as le modèle mathématique n'est pas en
ore établi, ou bienil faut en séle
tionner un pertinent parmi plusieurs disponibles, ou en
ore il fautsimpli�er des modèles 
onnus mais trop 
omplexes. Néanmoins, il ne nous est paspossible dans une première présentation de la dis
ipline de rendre 
ompte ave
 justi
ede l'importan
e de 
ette démar
he de modélisation : il faut bien 
ommen
er parapprendre les notions de base propres aux mathématiques appliquées ! C'est pourquoinous nous limitons à dé
rire un exemple de dérivation d'un modèle physique très
lassique, et nous renvoyons le le
teur désireux d'en savoir plus à des ouvrages ou
ours plus spé
ialisés.Le modèle que nous allons dé
rire est 
onnu sous le nom d'équation de la
haleur, ou d'équation de di�usion.Considérons un domaine Ω de l'espa
e à N dimensions (noté RN , ave
 en général
N = 1, 2, ou 3) que l'on suppose o

upé par un matériau homogène, isotrope, et
ondu
teur de la 
haleur. On note x la variable d'espa
e, 
'est-à-dire un point de Ω,et t la variable de temps. Dans Ω les sour
es de 
haleur (éventuellement non uniformesen espa
e et variables dans le temps) sont représentées par une fon
tion donnée f(x, t),tandis que la température est une fon
tion in
onnue θ(x, t). La quantité de 
haleurest proportionnelle à la température θ et vaut cθ où c est une 
onstante physique(qui dépend du type de matériau) appelée 
haleur spé
i�que. Pour déterminer latempérature θ, nous é
rivons la loi de 
onservation de l'énergie ou de la quantitéde 
haleur. Dans un volume élémentaire V in
lus dans Ω, la variation en temps de la



1.2. UN EXEMPLE DE MODÉLISATION 3quantité de 
haleur est le bilan de 
e qui est produit par les sour
es et de 
e qui sortou rentre à travers les parois. Autrement dit,
d

dt

(∫

V

cθ dx

)

=

∫

V

f dx−
∫

∂V

q · n ds (1.1)où ∂V est le bord de V (d'élément de surfa
e ds), n est la normale extérieure unité de
V , et q est le ve
teur �ux de 
haleur. Si on applique le théorème de Gauss, on obtient

∫

∂V

q · n ds =
∫

V

divq dx.Regroupant les di�érents termes de (1.1) et utilisant le fait que le volume élémentaire
V est quel
onque, indépendant du temps, on en déduit l'équation de 
onservation del'énergie

c
∂θ

∂t
+ divq = f (1.2)qui a lieu en tout point x ∈ Ω et à tout temps t. Rappelons que l'opérateur divergen
eest dé�ni par

divq =

N
∑

i=1

∂qi
∂xi

ave
 q = (q1, ..., qN )t.Il faut maintenant relier le �ux de 
haleur à la température, et on fait appel à 
equ'on appelle une loi 
onstitutive. Dans le 
as présent, il s'agit de la loi de Fourierqui relie le �ux de 
haleur de manière proportionnelle au gradient de température
q = −k∇θ, (1.3)où k est une 
onstante positive (qui dépend du type de matériau) appelée 
ondu
tivitéthermique. Rappelons que l'opérateur gradient est dé�ni par

∇θ =
(

∂θ

∂x1
, ...,

∂θ

∂xN

)t

.En 
ombinant la loi de 
onservation (1.2) et la loi 
onstitutive (1.3), on obtient uneéquation pour la température θ
c
∂θ

∂t
− k∆θ = f,où ∆ = div∇ est l'opérateur lapla
ien donné par

∆θ =
N
∑

i=1

∂2θ

∂x2i
.Il faut ajouter à 
ette équation qui est valable dans tout le domaine Ω, une relation,appelée 
ondition aux limites, qui indique 
e qui se passe à la frontière ou au



4 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATION
n

Ω

∂Ω

Figure 1.1 � Ve
teur normal unité orienté vers l'extérieur.bord ∂Ω du domaine, et une autre relation qui indique quel est l'état initial de latempérature. Par 
onvention, on 
hoisit l'instant t = 0 pour être le temps initial, eton impose une 
ondition initiale
θ(t = 0, x) = θ0(x), (1.4)où θ0 est la fon
tion de distribution initiale de température dans le domaine Ω. En
e qui 
on
erne la 
ondition aux limites, 
ela dépend du 
ontexte physique. Si ledomaine est supposé baigner dans un thermostat à température 
onstante, alors,quitte à modi�er l'é
helle des températures, la température véri�e la 
ondition auxlimites de Diri
hlet

θ(t, x) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω et t > 0. (1.5)Si le domaine est supposé adiabatique ou thermiquement isolé de l'extérieur, alorsle �ux de 
haleur sortant au bord est nul et la température véri�e la 
ondition auxlimites de Neumann
∂θ

∂n
(t, x) ≡ n(x) · ∇θ(t, x) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω et t > 0, (1.6)où n est la normale extérieure unité de Ω (voir la Figure 1.1). Une situation inter-médiaire peut aussi avoir lieu : le �ux de 
haleur sortant au bord est proportionnelau saut de température entre l'extérieur et l'intérieur, et la température véri�e la
ondition aux limites de Fourier
∂θ

∂n
(t, x) + αθ(t, x) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω, et t > 0 (1.7)où α est une 
onstante positive. Puisqu'il faut 
hoisir (
'est une des étapes de lamodélisation), nous allons séle
tionner la 
ondition aux limites de Diri
hlet (1.5).Rassemblant en�n l'équation, la 
ondition initiale, et la 
ondition aux limites satis-



1.2. UN EXEMPLE DE MODÉLISATION 5faites par la température, on obtient l'équation de la 
haleur














c
∂θ

∂t
− k∆θ = f pour (x, t) ∈ Ω× R+

∗

θ(t, x) = 0 pour (x, t) ∈ ∂Ω× R+
∗

θ(t = 0, x) = θ0(x) pour x ∈ Ω

(1.8)Le problème (1.8) est don
 
onstitué d'une équation aux dérivées partielles munie de
onditions aux limites et d'une 
ondition initiale. A 
ause de la présen
e de 
onditionsaux limites, on dit que (1.8) est un problème aux limites, mais on dit aussi que
'est un problème de Cau
hy à 
ause de la donnée initiale en temps.Remarque 1.2.1 Dans 
e modèle de propagation de la 
haleur, il nous faut pré
iserles unités ou dimensions physiques : la température θ s'exprime en Kelvin (K), la
haleur spé
i�que c en Joule par kilogramme par Kelvin (J/(kg×K)), la 
ondu
tivitéthermique (par unité de masse) k en Joule mètre 
arré par kilogramme par Kelvinpar se
onde (Jm2/(kg ×K × s)). D'un point de vue mathématique, nous allons trèssouvent oublier 
es unités, et même 
es 
onstantes, en supposant que c et k valent 1(
ela revient à adimensionner les grandeurs physiques). •Remarque 1.2.2 Nous avons mentionné trois types de 
onditions aux limites,Diri
hlet, Neumann, Fourier (mais il en existe d'autres) qui ont lieu sur l'intégralité dela frontière ∂Ω. Bien sûr, on peut aisément imaginer des situations où les 
onditionsaux limites sont mélangées : Diri
hlet sur ∂ΩD, Neumann sur ∂ΩN , et Fourier sur
∂ΩF , ave
 ∂ΩD, ∂ΩN , ∂ΩF formant une partition de la frontière ∂Ω. •Remarque 1.2.3 L'équation de la 
haleur (1.8) est linéaire au sens où sa solution
θ dépend linéairement des données (f, θ0). En physique 
ette propriété de linéaritéest souvent traduite sous la forme d'un prin
ipe de superposition : une 
ombinaisonlinéaire des données (f, θ0) 
onduit à une solution θ qui est la même 
ombinaisonlinéaire des solutions 
orrespondant à 
haque terme de la dé
omposition des données.D'un point de vue physique, la linéarité n'est qu'une hypothèse parmi d'autres. Ene�et, pour les problèmes à forte variation de température, la loi de Fourier est fausse,et il faut la 
orriger en supposant que la 
ondu
tivité thermique k dépend en faitde la température θ et de son gradient ∇θ (
e qui rend le problème non-linéaire).En
ore pire, pour des phénomènes extrêmement rapides (explosion, par exemple) ilest né
essaire d'abandonner le prin
ipe même de la loi de Fourier qui suppose laproportionnalité du �ux de 
haleur q ave
 le le gradient de température ∇θ. En e�et,
ette hypothèse (�naturelle� à première vue) entraîne une propriété paradoxale : la
haleur se propage à une vitesse in�nie dans le domaine Ω. Nous verrons plus loin(voir la Remarque 1.2.9) 
omment établir 
e paradoxe. Retenons pour l'instant quemodéliser 
'est faire des hypothèses et pré
iser leur domaine de validité... •Remarque 1.2.4 Le problème (1.8) n'est pas seulement un modèle de propagationde la 
haleur. Il a en fait un 
ara
tère universel, et on le retrouve 
omme modèle de



6 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONnombreux phénomènes sans au
un rapport entre eux (il faut simplement 
hanger lenom des diverses variables du problème). Par exemple, (1.8) est aussi 
onnue sousle nom d'équation de di�usion, et modélise la di�usion ou migration d'une 
on-
entration ou densité à travers le domaine Ω (imaginer un polluant di�usant dansl'atmosphère, ou bien une espè
e 
himique migrant dans un substrat). Dans 
e 
as,
θ est la 
on
entration ou la densité en question, q est le �ux de masse, k est la di�u-sivité, et c est la densité volumique de l'espè
e. De même, la loi de 
onservation (1.2)est un bilan de masse, tandis que la loi 
onstitutive (1.3) est appelée loi de Fi
k. •Remarque 1.2.5 Le problème (1.8) intervient aussi en �nan
e où il porte le nom demodèle de Bla
k et S
holes. Une variante de (1.8) permet de trouver le prix del'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui vaut initialement x et qu'on pourra a
heterau prix k dans un temps ultérieur T . Ce prix est la solution u de







∂u

∂t
− ru+ 1/2rx

∂u

∂x
+ 1/2σ2x2

∂2u

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ R× (0, T )

u(t = T, x) = max(x− k, 0) pour x ∈ R

(1.9)Plus pré
isément, u(0, x) est le prix au temps t = 0 de l'option d'a
hat de prixd'exer
i
e k à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif x en t = 0. On note σ la volatilité del'a
tion et r le taux d'intérêt. Remarquons que (1.9) est un problème ave
 
ondition�nale et non pas initiale, mais que le signe de la dérivée se
onde en espa
e est opposé à
elui dans (1.8). Par 
onséquent, après inversion du temps (1.9) est bien une équationparabolique. •Il existe de nombreuses variantes de l'équation de la 
haleur (1.8) dont nousexplorons 
ertaines maintenant. Jusqu'i
i nous avons supposé que la 
haleur sepropageait dans un milieu immobile ou au repos. Supposons à présent qu'elle sepropage dans un milieu en mouvement 
omme, par exemple, un �uide animé d'unevitesse V (x, t) (une fon
tion à valeurs ve
torielles dans RN ). Alors, il faut 
hangerla loi 
onstitutive 
ar le �ux de 
haleur est la somme d'un �ux de di�usion (
ommepré
édemment) et d'un �ux de 
onve
tion (proportionnel à la vitesse V ), et des 
on-sidérations similaires à 
elles qui pré
èdent nous 
onduisent à un problème, dit de
onve
tion-di�usion














c
∂θ

∂t
+ cV · ∇θ − k∆θ = f dans Ω× R+

∗

θ = 0 sur ∂Ω× R+
∗

θ(t = 0, x) = θ0(x) dans Ω (1.10)La di�éren
e entre (1.8) et (1.10) est l'apparition d'un terme de 
onve
tion. On mesurela balan
e entre 
e nouveau terme de 
onve
tion et le terme de di�usion par un nombresans dimension, appelé nombre de Pé
let, dé�ni par
Pe =

cV L

k
, (1.11)




