CHAPITRE 1

Résolution approchée de problemes
d’équilibre en €lasticité

Les structures mécaniques sont susceptibles de présenter des comportements tres divers,
selon les caractéristiques de leurs matériaux constitutifs, les chargements subis, la nature des
liaisons entre éléments structuraux... Le concept d’élément fini fournit, comme on le verra
au long de ce cours, un cadre générique permettant la définition de méthodes de calcul ap-
proché des structures dans toute leur diversité, adaptées a la prise en compte de configurations
géométriques complexes et de comportements variés.

Le modele de comportement le plus simple a prendre en compte est celui de 1’élasticité
linéaire sous 1’hypotheése des petites perturbations (HPP), traité en détail dans le cours de
Meécanique des milieux continus (Salencon, 2004; Le Tallec, 2006). Beaucoup de matériaux
vérifient ces hypotheses pour des chargements « pas trop élevés », tels que les contraintes
sont en tout point dans un domaine d’élasticité dont la définition précise dépend du matériau
(Suquet, 2004). Le modele de comportement élastique linéaire HPP est trés important pour les
applications, car les conditions de fonctionnement de nombre de structures pratiques doivent
étre telles que leur réponse reste dans le domaine élastique.

Il est donc naturel d’aborder la problématique de la résolution approchée des équations
de la mécanique des solides déformables en se restreignant, dans un premier temps, au cas
de I’élasticité linéaire HPP. Ce chapitre introductif a pour but de poser les bases nécessaires a
I’introduction de la méthode des éléments finis dans ce cadre. Il s’appuie sur des rappels des
équations de I’équilibre en élasticité linéaire tridimensionnelle sous leur formes locale (sec-
tion 1.1) et faible résultant du principe des puissances virtuelles (section 1.2). La résolution
par éléments finis s’appuie alors soit sur cette formulation faible, soit sur les principes va-
riationnels de I’€lasticité linéaire, déja traités en Mécanique des milieux continus (Salencon,
2004; Le Tallec, 2006) mais retrouvés ici a partir de la notion d’erreur en relation de compor-
tement (section 1.3). On présente alors en section 1.4 la méthode de Galerkin, une procédure
générique de résolution approchée par minimisation d’énergie, et le lien entre formulations
variationnelles et faibles est précisé. L’extension de I’approche variationnelle & des conditions
aux limites plus générales fait enfin I’objet de la section 1.6.1

1.1 Rappel des équations de I’équilibre d’un solide élastique

On considére un solide occupant dans son état naturel le domaine 0 C R3. Le matériau
constitutif est supposé élastique linéaire, et on se place dans I’hypothese des petites perturba-
tions (HPP).



2 Chapitre 1. Résolution approchée de problemes d’équilibre en élasticité

1.1.1 Equations de champ et conditions aux limites

L’équilibre du solide dans les conditions ainsi définies, sollicité par des densités de forces
de volume f, des déplacements uP imposés sur une partie S,, de sa frontiere O et une densité
surfacique d’efforts 77 sur la partie complémentaire St de 9, est décrit par des champs de
déplacement u, de déformation ¢ et de contrainte o gouvernés par les équations locales

lz) = %(VQ+VTH)(£) (z€Q), (1.1a)
divg(z) + pf(z) =0 (z€Q), (1.1b)
o(z) = A:g(z) (z€Q) (1.1c)
et les conditions aux limites
u(z) = uP(z) (z € 5.), (1.1d)
o(z)n(z) =T"(z) (z € Sr). (1.1e)

11 est nécessaire que les surfaces S, etSt forment une partition de 02, c’est-a-dire vérifient
S UST =00 , S,NST = 0 ; on dit alors que les conditions aux limites sont bien posées, au sens
ou elles garantissent I’existence et I’unicité de la solution en contrainte et en déformation. De
plus, le déplacement solution u n’est unique que si les données cinématiques interdisent tout
mouvement rigide (voir Salencon, 2004), ce qui est en particulier vrai dés que la surface
S, est de mesure non nulle. Les conditions (1.1d,e) ne sont pas les seules possibles : on
peut par exemple imposer des conditions exprimant 1’existence d’un plan de symétrie (voir
section 1.6.1) ou la périodicité (liaisons entre déplacements sur deux faces opposées). Dans
tous les cas, les conditions aux limites doivent étre telles que, en tout point de 0f2, trois
relations indépendantes entre des composantes du déplacement et du vecteur-contrainte soient

////1¢

Figure 1.1: Equilibre HPP d’un solide élastique : notations.

Les équations (1.1a—e) constituent ce qu’on appelle parfois la formulation forte du pro-
bleme d’équilibre en élasticité (par opposition aux formulation faibles introduites aux sec-
tions 1.2 et 1.3). Elles relévent, comme pour tout modele de milieu continu, de trois catégories
essentielles :
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) Equations de compatibilité cinématique : (1.1a,d);
(i) Equations d’équilibre : (1.1b,e);
(iii) Equation de comportement : (1.1c).

1.1.2 Ensembles de champs admissibles

Pour marquer et mettre en ceuvre la distinction ci-dessus, il est utile d’introduire les en-
sembles de champs admissibles par rapport aux données du probléeme considéré. L’ensemble
C(uP) des déplacements cinématiquement admissibles avec les déplacements imposés uP est
alors défini par

C(u”) = {v | v continu et régulier sur Q et v = u" sur S, }, (1.2)

tandis que I’ensemble S (ID, f) des contraintes statiquement admissibles avec les efforts

imposés (T, Jf) est défini par
ST’ f)={

| divz + pf = 0 dans (2, ;.Q:ID surST}. (1.3)

I}

A ces définitions déja connues (Salencon, 2004), il est commode d’ajouter celle de I’ensemble
C(0) des déplacements cinématiquement admissibles a zéro :

C(0) = {w | w continu et régulier sur Q et w = 0 sur S, } (1.4)

et de désigner simplement par C I’ensemble des champs de déplacement admissibles sans
condition sur la frontiere :

C= {w | w continu et régulier sur Q} (1.5)

Les définitions (1.2), (1.4) et (1.5) stipulent que tout déplacement est continu, traduisant
I’hypothése que le matériau se déforme en restant continu'. Pour éviter des possibilités « pa-
thologiques » et en tout cas peu physiques, on exige de plus une certaine régularité. Une
formulation forte du type (1.1la—e) requiert a priori des déplacements admissibles deux fois
continiiment différentiables par morceaux>. Pour les besoins de I’approximation par éléments
finis, on peut se contenter d une hypothese de régularité un peu moins contraignante :

v et Vo sont de carré intégrable sur (2. (1.6)

Comme on le verra en section 1.3, cette condition® exprime esssentiellement 1’hypothése
d’une énergie de déformation finie.

Une reformulation plus compacte du probleme (1.1a—e) gouvernant 1’équilibre d’un so-
lide élastique est alors

trouver (u,g) € C(u") xS(TP, f) tels que a(z) = A:gul(z) (z€9Q), (1.7)

' faudra donc étre attentif 2 la formulation précise de ces définitions en présence de fissures, cf. chapitre 4.

2La mention « par morceaux » permet la prise en compte de discontinuités de déformations, par exemple  la
traversée d’interfaces entre matériaux collés.

3Les ensembles C(0) et C sont alors les espaces de fonctions habituellement désignés en analyse fonctionnelle
par les notations FIJ (2) et H'(Q2) (Allaire, 2004).
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ol la notation g[v] désigne I’ opération consistant a évaluer selon (1.1a) le tenseur de déforma-
tion linéarisé associé a un champ de déplacement v. On cherche donc le couple unique (u, )
de champs de déplacement cinématiquement admissible et de contrainte statiquement admis-
sible qui se correspondent par le comportement élastique linéaire.

1.1.3 Rappel des propriétés de la relation de comportement élastique

Dans I’équation de comportement (1.1c), le tenseur .A des modules d’élasticité est d’ordre
4, possede les symétries

Aijre = Ajire = Apeij (1.8)
et est associé a une forme quadratique définie positive sur les tenseurs symétriques :
g Ae>0, Vg,||g||7£0etg:§. (1.9)

Compte tenu des symétries (1.8), un comportement élastique anisotrope général est suscep-
tible d’étre défini par au maximum 21 coefficients d’élasticité indépendants. Dans le cas du
matériau isotrope, il n’y a que deux coefficients d’élasticité indépendants et le tenseur A
peut se mettre sous diverses formes en termes des modules d’élasticité isotrope usuels, par

exemple :
3v

1—2v
Dans ces expressions, (A, 1) sont les constantes de Lamé, v est le coefficient de Poisson, x
est le module de compressibilité, et les tenseurs d’ordre 4 Z, J , IC sont définis comme suit :

A:3)\j+2u1':2u( J+I) — 38T + 2uk. (1.10)

e Le tenseur Z est associé a I’identité entre tenseurs symétriques du second ordre :
1
Lijre = 5(5ik5jé + 510:0); (1.11)
e le tenseur J est associé a la projection sur le sous-espace des tenseurs sphériques :

1 1
J = 5;@; soit, en composantes :  Jjjxe = §5z‘j5k~e; (1.12)

e Le tenseur K est associé a la projection sur le sous-espace des tenseurs déviatoriques
(c’est-a-dire de trace nulle) :

K=I-J. (1.13)
Ces tenseurs, introduits dans le cours de Plasticité et rupture (Suquet, 2004), vérifient
J:T=7, K:K=K, J:K=0. (1.14)

Enfin, on définit le tenseur S des souplesses élastiques, associé a la forme inverse de la
relation de comportement (1.1c), par

g=Ag <=¢c=S8:g, soit A:8§=8:A=17T. (1.15)

Ce tenseur d’ordre 4 vérifie les mémes propriétés de symétrie (1.8) que A et est également
défini positif :
:8:2>0, VT |z]| #0etz =1". (1.16)
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1.2 Principe des puissances virtuelles, formulation faible de 1’équilibre

L’équation locale d’équilibre (1.1b) peut étre exprimée sous une forme intégrale équiva-
lente par dualisation, ¢’est-a-dire multiplication par un champ w € C arbitraire et intégration
sur §2. On obtient ainsi la forme faible de 1’équation locale d’équilibre

/g:g[w]dV:/pi.de+/ lc.n].wdS Yw € C, (1.17)
Q Q 90

qui correspond en fait au principe des puissances virtuelles (PPV) appliqué au cas de 1’équi-
libre (les membres de gauche et de droite de 1’égalité (1.17) correspondant respectivement
aux puissances dans la vitesse virtuelle w des efforts intérieurs — avec changement de signe
— et des efforts extérieurs). Bien noter que I’intégrale de surface représente alors la puissance
virtuelle de rous les efforts de contact subis par la frontiere du solide analysé, sans distinction
liée aux conditions aux limites.

On peut alors incorporer dans I’identité (1.17) du principe des puissances virtuelles la
relation combinant la compatibilité locale (1.1a) et le comportement élastique (1.1c¢) :

[

(z) = A:gluf(z) (z€9Q). (1.18)

Tenant par ailleurs compte de la condition aux limites (1.1e), le principe des puissances vir-
tuelles prend la forme

/g[g]:A:g[w]dV:/pi.de—F/ ZD.wdS+/ lcn]wdS  VYwel (1.19)
Q Q St Sy

Cette identité présente notamment les caractéristiques suivantes : (i) elle ne fait pas référence
aux données cinématiques (1.1d), et (ii) elle fait intervenir le vecteur-contrainte 7" = ¢.n sur
S,., a priori inconnu et représentant les réactions associées a 1’imposition de déplacements
sur S,. Compte tenu de ces remarques, on peut formuler le probleme d’équilibre de deux
manieres a partir des équations (1.19), selon qu’on choisit d’éliminer la réaction ou de faire
figurer explicitement la donnée cinématique (1.1d).

Premiére variante : formulation faible obtenue par élimination de la réaction. Pour que la
réaction T sur .S,, ne figure pas dans la formulation finale, il suffit de restreindre (1.19) aux
champs virtuels cinématiquement admissibles a zéro. La donnée cinématique (1.1d) est alors
prise en compte dans la définition de I’espace C(uP) dans lequel u est cherché. On obtient
ainsi la formulation faible suivante pour le probleme d’équilibre élastique (1.1a—d) :

trouver u € C(u®) tel que

/Q[Q]:A:g[w]dV:/pf.deJr/ T° wdS Yw € C(0). (1.20)
Q- = Q =

St
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Deuxiéme variante : formulation faible obtenue par incorporation de la donnée cinématique.
On peut préférer conserver la réaction T sur S, dans la formulation faible finale. Celle-ci est
alors obtenue en adjoignant a (1.19) la condition (1.1d) écrite sous forme faible a I’aide d’un
« vecteur contrainte virtuel » 7" pouvant prendre des valeurs arbitraires sur .S,,, et s’écrit :

trouver (u, ') € C xC'[S,] tel que

/g[g]:.A:g[w]dV—/ _.wdS:/pf.deJr/ T° wdS Yw € C,
Q- - Su Q St

(1.21)
/ w.T'dS :/ uP. 7' ds VI’ €C'[S,).
Su Su

dans laquelle C’[S,,] est I’ensemble des champs de vecteurs contrainte sur .S, définis par
dualité par rapport aux éléments de C, c’est-a-dire tels que les intégrales sur S, dans (1.21)
sont définies pour tout champ cinématique appartenant a C.

Commentaire. La démarche de construction d’une formulation faible par introduction des
équations locales de compatibilité et de comportement dans la forme intégrale de 1’équation
d’équilibre (puissances virtuelles), introduite ici dans le cadre restreint de 1’élasticité linéaire,
est en fait d’application trés générale. Elle est en particulier utilisée dans cet ouvrage pour
des comportements non-linéaires (chapitres 6, 7) et en dynamique (chapitre 9).

1.3 Principes du minimum, formulation variationnelle de 1’équilibre

Dans certains cas, et notamment pour 1’équilibre des solides élastiques considéré dans
ce chapitre, la solution peut également &étre caractérisée par le fait qu’elle rend minimale
une énergie. C’est en fait dans ce cadre que les premiers développements de la méthode des
éléments finis ont été€ proposés. Cette section est consacrée a ce point de vue énergétique.

1.3.1 Erreur en relation de comportement

On a rappelé plus haut la division en trois grands groupes des équations gouvernant 1’état
mécanique d’un milieu continu : compatibilité, équilibre et comportement. Introduisons alors
I’erreur en relation de comportement

e = 5 [ (= Aiclu))sSi(z— Aiclu)) oV (1.22)

ou v est un champ de déplacement, 7 un champ de contrainte et S désigne le tenseur des
souplesses élastiques défini par (1.15). La fonctionnelle £(v, ) ainsi définie est donc une
mesure énergétique de 1’écart a la satisfaction de la relation de comportement élastique. De
plus, S étant défini positif, la fonctionnelle £ a les propriétés suivantes :

Ewz)>0 V(7).
- B (1.23)
E(v,1)=0 = - A:glv] =0dans Q.
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On peut alors, a partir de (1.7), poser le probleme de 1’équilibre élastique au moyen de la
fonctionnelle £ :

trouver (u, g) € C(u") XS(ZD,i) telsque &E(u,g) = 0. (1.24)
Les propriétés (1.23) et la formulation (1.24) entrainent donc que la solution (u, g) du proble-

me d’équilibre élastique réalise le minimum de I’erreur en relation de comportement, ce qui
permet de chercher (u, o) comme solution du probléme de minimisation

tn

trouver (u, ) € C(u”) x S(TP, f) telsque E(u,g) < T
V(v,7) €C(uP)xS(I”, f). (1.25)

~—

(v,

Pour que (u, g) ainsi obtenu soit la solution d’un probléme d’équilibre €lastique bien posé, il
faut £(u, o) = 0%

La notion d’erreur en relation de comportement s’étend a des lois de comportement non
linéaires (Moés et al., 1999b; Ladeveze, 1999) ; cette généralisation sort du cadre de ce cours.

1.3.2 Energies potentielle et complémentaire

Le probleme de minimisation (1.25) porte a priori sur la recherche d un couple contrainte-
déplacement. Il est en fait trés facile de découpler ce probléme en deux problemes de mini-
misation indépendants, I’un sur les déplacements et 1’autre sur les contraintes. Pour cela, on
réécrit ’erreur en relation de comportement (1.22) sous la forme développée

fwr) = [ zsizav g [ duldihlav - [ (mebar,

Q

Le premier terme ne dépend que du déplacement, tandis que le second ne dépend que de la
contrainte. Enfin, on remarque que la forme (1.17) du principe des puissances virtuelles est
vraie pour tout 7 € S (ID, f). etest applicable pour le choix de champ virtuel w = v, ce qui

4Si les conditions aux limites sont bien posées (voir section 1.1), on sait que le probleme (1.1a—e) admet une
solution unique (éventuellement a mouvement rigidifiant pres), de sorte que la solution du probleme de minimi-
sation (1.25) vérifie £(u, o) = 0.

1l existe des situations, hors du cadre de ce cours, ol on est en possession de données aux limites surabondantes,
obtenues expérimentalement, de sorte que le déplacement et le vecteur contrainte soient simultanément connus
en certains points de la frontiere. On peut encore dans ce cas définir et minimiser une fonctionnelle d’erreur en
relation de comportement. Le probleme de minimisation (1.25) est dans ce cas susceptible de conduire a une
solution (u, o) telle que £(u, o) > 0. Cela indique que la modélisation du solide, caractérisée par la donnée de
Q et A, n’est pas cohérente avec les conditions aux limites. Quand ces derniéres sont d’origine expérimentale, et
donc représentatives de la structure réelle, £(u, o) > 0 traduit le fait que le modele ne représente pas correctement
la structure réelle : mauvaise connaissance des modules d’élasticité, présence d’une cavité, fissure ou autre défaut
non pris en compte dans la définition de €2 (voir I’article de synthése par Bonnet et Constantinescu, 2005, et les
références y citées), données aux limites non compatibles (Baranger et Andrieux, 2000)...
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permet de mettre le troisieéme terme ci-dessus sous la forme

/Q;:g[y]dvz/Qpi-QdV‘F/BQ[L.ﬂ].QdS
—/Qpi.deJr/STZD.de+/ [z.n].uP dS,

ol la deuxieme égalité tient compte des conditions d’admissibilité (1.1d,e). On parvient ainsi
a exprimer I’erreur en relation de comportement comme somme d’une énergie potentielle
P(v) et d’une énergie complémentaire P*(z) :

E(v, ) =P) +P*(z) (1.26)
avec les definitions
P(v) = W) — F(uv),
W(v) = %/Qg[y]:«‘lig[y} dv; F(v) =/Qpi-de+/STZD~de, (1.27)
P*(z) =Wz — F (D),
W*(;):%/Q;:S:;dv, f*(g)—/su[;ﬂ].ngS. (1.28)

1.3.3 Minimisation des énergies, formulations variationnelles

La décomposition (1.26) montre clairement qu’on peut traiter la recherche du déplace-
ment et de la contrainte solutions du probléme de I’équilibre d’un solide élastique de fagon
séparée. Le déplacement u solution est obtenu par minimisation de 1’énergie potentielle sur
I’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles :

u = arg min P(v) (1.29)
veC(uP)

tandis que la contrainte solution ¢ est obtenue par minimisation de I’énergie complémentaire
sur I’ensemble des contraintes statiquement admissibles :

o = arg min P*(1) (1.30)
oSty T

(la notation x = arg min,, f(y) signifie que z est une valeur de I’argument y telle que f(y)
soit minimale). Rappelons que (u, o) ne définissent la solution que s’ils vérifient

E(u, g) = P(u) +P*(g) = 0.

Equation de stationnarité de I’énergie potentielle. La variation de 1’énergie potentielle P
autour d’un champ admissible v peut étre écrit sous la forme

P(v+nw) — P(v) = n(P'(v),w) +o(n)  (avec w € C(0)), (1.31)

la variation nw d’amplitude n > 0 autour de v étant choisie cinématiquement admissible a
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z€ro de facon a ce que le champ v + nw soit cinématiquement admissible avec les données.
Le développement (1.31) définit (quand elle existe) I’application linéaire tangente P’(v) en
v associée a P. Le champ de déplacement u € C(uP) qui réalise la minimisation de 1’énergie
potentielle est tel que, pour tout champ admissible v = w + nw, la variation de 1’énergie
potentielle est nulle a I’ordre 1 en 7 :

%P(er nw)‘ =0, soit  (P'(u),w) =0 Yw € C(0). (1.32)

n=0
Cette condition, explicitée a partir de la définition (1.27), conduit a I’équation

trouver u € C(u®) tel que
/Q[Q]:A:g[w]dV:/pf.deJr/ TP wdS YweC(0), (1.33)
o~ - Q - S

appelée formulation variationnelle du probleme d’élasticité linéaire (1.1a—e) en ce qu’elle
traduit le principe variationnel (1.32). On remarque de plus que (1.33) coincide avec la for-
mulation faible (1.20) découlant du principe des puissances virtuelles.

Formulation faible, formulation variationnelle. On appelle formulation faible d’une équa-
tion de champ la forme dualisée de cette équation obtenue par multiplication par un champ
virtuel et intégration sur le support géométrique de 1’équation. L’équation (1.17), expres-
sion du principe des puissances virtuelles, est ainsi la formulation faible de 1’équation lo-
cale d’équilibre (1.1b). Une formulation faible est appelée « formulation variationnelle »
quand elle exprime la stationnarité d’une fonctionnelle (généralement de nature énergétique).
L’équilibre d’un solide élastique pouvant étre (par exemple) formulé comme la minimisa-
tion de I’énergie potentielle, la formulation faible (1.20) coincide ainsi avec la formulation
variationnelle (1.33) associée a ce principe.

1.4 Minimisation approchée : méthode de Galerkin

Les ensembles C(uP) et S(T°, f) de champs admissibles sont des espaces affines de
dimension infinie. Il est donc clair que rechercher le minimum absolu de 1’énergie potentielle
P(v), ou de I’énergie complémentaire P* (1), est en pratique impossible dans la majorité des
cas en raison de la complexité géométrique des systémes mécaniques réels. En revanche, il est
tout & fait concevable de chercher un minimum approché de P(v) ou P*(r) en restreignant la
minimisation 2 un sous-espace de champs admissibles de dimension finie. Explicitons cette
approche, connue sous le nom de méthode de Galerkin.

1.4.1 Meéthode de Galerkin pour I’énergie potentielle

Celle-ci consiste a considérer 1’énergie potentielle P(v) pour des champs v de la forme

N
v(a) =u® (z) + ) axe®(2) avec u® e C(uP) et * €C(0), (1.34)
K=1
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¢’est-a-dire comme somme d’une solution particuliére u(®) cinématiquement admissible avec
les données en déplacement’ et d’une combinaison linéaire de fonctions cinématiquement ad-
missibles & zéro. La méthode de Galerkin consiste ainsi a choisir a priori une représentation
sur un ensemble fini de fonctions (u(®); o', ..., V), et les inconnues du probleme de mini-

misation sont alors les coefficients ag des EK, souvent appelés déplacements généralisés.
L’énergie potentielle calculée pour tout champ de la forme (1.34) est alors donnée par

1
P(v) = 5{o}"[K]{o} — {a}{F} + P(u®) = P({a}) (135)
en termes du vecteur des déplacements généralisés (ou degrés de liberté) {a}, tel que

{a} ={oa,...,on}", (1.36)

de la matrice de rigidité [K], dont les coefficients sont donnés par
Ky = / ele']: Aglg']dV (1 <LJ<N), (1.37)
0=t ey
et du vecteur des forces généralisées {IF}, de composantes

H=- / eu®™]: A:glp']dV + / pf.¢"dV + / TP ¢'dS  (1<I<N). (1.38)
Q Q St
La matrice de rigidité [K] est carrée d’ordre N, {F}, {«} étant des N-vecteurs.

L’équation (1.35) introduit une convention de notation, fréquemment utilisée dans les
publications traitant de la méthode des éléments finis, selon laquelle les vecteurs et ma-
trices associés a la représentation des inconnues du probléme approché (ici, les déplacements
généralisés) sont respectivement entre accolades {-} et crochets [-]. Cette convention a pour
objet de distinguer les vecteurs et tenseurs définis par référence a I’espace physique (vecteur
position z, déplacement v, déformation ¢,...) et les tableaux de nombres a une ou deux di-
mensions associés a 1’espace vectoriel ou affine abstrait engendré par les fonctions de base
de la méthode de Galerkin. De plus, comme suggéré par (1.36), {«} indique un N-vecteur
colonne et la transposition {a}T un N-vecteur ligne, de sorte que (par exemple) I’expres-
sion {a}T[K]{a} représente un scalaire, en conformité avec les régles usuelles de 1’algébre
matricielle®.

La matrice de rigidité [K] est symétrique et positive, comme conséquence directe des
propriétés de symétrie et de positivité de la relation de comportement élastique linéaire (sec-
tion 1.1.3). Si de plus aucun des ¥ n’est un mouvement rigidifiant (c’est en particulier néces-
sairement vrai dés que la portion S, de € est de mesure non nulle), alors toute combinaison
linéaire des EK possede une énergie de déformation non nulle. La matrice de rigidité est dans

SLa solution particuliere u®) estun champ défini sur tout Q2 réalisant un prolongement 4 Q de la donnée uP

définie sur Sy, d’ou la distinction opérée au niveau des notations.
La syntaxe de MATLAB adhére également 2 ces conventions, la transposition étant désignée par le symbole
« prime » (var’ est le transposé de la variable vectorielle ou matricielle var)
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ce cas définie positive (c’est-a-dire : {a}=# {0} = {a}T[K]{a} > 0), et en particulier inver-
sible. A contrario, si la représentation (1.34) contient des déplacements rigidifiants, la matrice
de rigidité n’est pas inversible : pour tout {a} tel que le déplacement (1.34) est rigidifiant, on
a [K[{a} = {0}. Cette éventualité doit clairement étre évitée dans la pratique.

Supposant [K] définie positive, I’énergie potentielle P({«}) définie par (1.35) est stric-
tement convexe par rapport a {«} et admet un minimum unique. Ce dernier est trouvé par
annulation des dérivées partielles de P({a}) (condition nécessaire de minimisation), ce qui
conduit au systeme de NV équations a N inconnues

[KHa} = {F} (1.39)
et, par inversion, aux déplacements généralisés optimaux
{a™"} = [K]~{F}. (1.40)

La solution approchée en déplacement au probleme d’équilibre €lastique est donc donnée par
I’expression (1.34) avec {a} = {a™"}, soit

N
u(z) =u™(2) + ) af" K (@). (1.41)
K=1

Solution approchée en contrainte. 1l est possible d’en déduire, par application de la relation
de comportement élastique linéaire, une solution approchée en contrainte, donnée par

N
o, = A:zu](@) + ) oA (@).
K=1
Celle-ci n’est en général pas statiquement admissible, et en particulier ne réalise pas le mini-
mum de 1’énergie complémentaire (sauf si, par chance, le déplacement (1.41) correspond a la
solution exacte du probleme d’équilibre élastique).

Interprétation en termes d’équilibre de forces généralisées. 1l est naturel de décomposer le
vecteur des forces généralisées (1.38) comme {F} = {F“} 4+ {F*'}, ou {IF“} correspond au
premier terme du second membre de (1.38) synthétisant I’effet des déplacements imposés,
et {F**'} rassemble toutes les contributions d’efforts extérieurs imposés. D autre part, il est
également naturel de définir les efforts généralisés interieurs {F"} par

{F"} = —[K{a} + {F“}, (1.42)

c’est-a-dire donnés, pour tout v de la forme (1.34), par
Fi* = — / el]: Aig[p]dV (1<T<N). (1.43)
Q= ¥

Avec ces définitions, 1’équation d’équilibre (1.39) associée a la méthode de Galerkin s’in-
terprete simplement comme 1’équilibre des efforts généralisés intérieurs et extérieurs, soit

{F"} + {F} = {0}. (1.44)
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Méthode de Galerkin pour la formulation variationnelle. 1l est possible d’utiliser des repré-
sentations de la forme (1.34) directement dans la formulation variationnelle (1.33). Supposant
le champ u de la forme (1.34) et les champs virtuels w de la forme

N
w(z) = axe (@), (1.45)
K=1

la formulation variationnelle (1.33) devient
{a}T[K]{a} = {a}T[F] pour tout {a} € RN,

ou {IF} et [K] sont encore définis par (1.37) et (1.38). Cette équation est équivalente a (1.39),
et on retrouve ainsi la solution approchée en déplacement définie par (1.40). Les efforts
généralisés intérieurs Fi" et extérieurs F&* correspondent en fait aux puissances virtuelles
correspondantes dans le champ virtuel w = f‘.

1.4.2 Propriétés de I’approximation obtenue par la méthode de Galerkin

Lerreur sur la solution est orthogonale 4 C(0). Posons u = u, + Au, u, étant la solution
approchée (1.41) obtenue par la méthode de Galerkin (Au est donc I’erreur par rapport a la
solution exacte). Pour tout champ virtuel w, de la forme (1.45), la formulation faible des
problémes exact et approché donne les relations

/Qé[ﬂ]v“:g[%] dv = / TP w, dS

St
/ eluy]: Agw,]dV = / ZD.QN ds
Q- - St
qui, par soustraction, conduisent a établir que I’erreur Awu est orthogonale (au sens du produit
scalaire associ€ a 1’énergie de déformation) a tout champ virtuel de I’espace d’approximation
utilisé :

/ glAu]: A:glw]dV = 0. (1.46)
Q

Propriété de meilleure approximation. Développons 1’énergie de déformation de u — v, =
Au+(uy—uv,), différence entre la solution exacte et un champ quelconque de la forme (1.34) :

/ glu—v:Asglu—uv]dV
Q

~ [ dauaiianav [

gluy—uy]: Arglu—u ] dV +2 / g[Au): A:glu—uv,|dV.
Q

Q

Le champ u, — v, étant de la forme (1.45), la dernicre intégrale ci-dessus est nulle en raison
de la propriété d’orthogonalité (1.46), et on obtient I’inégalité

[ elbulAclbulav < [ u-uAielu-u]av (1.47)
Q Q
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qui montre que u, est la meilleure approximation de u, au sens de la norme en énergie, parmi
tous les champs de la forme (1.34).

Sous-estimation de I’énergie de déformation. Développons 1’énergie de déformation de la
solution exacte u = uy + Au :

/ glu]: A:glu]dV
Q

:/Q[QN}:A:Q[QN}dVJr/g[AQ]:A:g[AQ}dVJrQ/g[gN]:A:g[Ag}dV
Q Q Q

Supposons que le déplacement imposé est nul (u® = 0), de sorte que la solution approchée
u,, est également de la forme (1.45). La derniere intégrale ci-dessus est alors nulle en raison
de la propriété d’orthogonalité (1.46), et on obtient

/Q clu: Aselu] dV = /Q clu): Acgfu] dV — /Q £[Au): Az c[Au]dV
< /Q clu) - A c[u] dV. (1.48)

En d’autres termes, si u € C(0), I’énergie de déformation de la solution approchée u, est
inférieure a celle de la solution exacte u. En ce sens énergétique, u, approche u par défaut.
1.4.3 Meéthode de Galerkin pour I’énergie complémentaire

Celle-ci consiste & considérer P*(z) pour des champs de contrainte 7 de la forme

N
() =™ (z) + ) Br*(z) avec 7™ € S(IP) et 8 € 5(0), (1.49)
K=1

c’est-a-dire comme somme d’une solution particuliere statiquement admissible avec les don-
nées et d’'une combinaison linéaire de champs statiquement admissibles a zéro. L’énergie
complémentaire P*(7) calculée pour tout champ de la forme (1.49) est alors donnée par

Pr(z) = %{ﬁ}T[SHﬂ} —{B{UP} + P* (™) = P*({B}) (1.50)

en termes de la matrice de souplesse [S], dont les coefficients sont donnés par
SU:/f:s:de (1 <LJI<N), (1.51)
0= L

et du vecteur {U(D)} des déplacements généralisés associés aux données cinématiques, de
composantes

UI(D) :/ [zl.m.ngSf/f:S:z(D) dv.
Su Q -

u
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La matrice de souplesse [S] est carrée d’ordre N, définie positive; {U}, {8} sont des N-
vecteurs. La minimisation de P*({/3}) par rapport a {3} conduit alors a

[SH{A ={UP} = (™"} = [S]"H{UP}. (1.52)

La solution approchée en contrainte est alors donnée par (1.49) avec {3} = {3™"}. En
général, le champ de contrainte ainsi obtenu ne mene pas, via la relation de comportement in-
verse (1.15), a des déformations compatibles, et ne peut donc pas étre intégré en vue d’obtenir
une solution approchée en déplacement.

1.4.4 Discussion : vers la méthode des éléments finis

Comparaison des approches par les déplacements et par les contraintes. La méthode de
Galerkin pour 1’énergie potentielle (approche par les déplacements) est dans son principe
assez facile a mettre en ceuvre dans la mesure ou la construction de bases (gK) vérifiant les
conditions d’admissibilité cinématique 1’est. Cela découle du fait que les X ne sont astreints,
outre les conditions aux limites sur S, qu’a vérifier des conditions de régularité : continuité,
énergie de déformation W(X) finie.

La méthode de Galerkin pour I’énergie complémentaire (approche par les contraintes)
est nettement plus difficile 2 mettre en ceuvre, car les bases (7X) doivent étre constituées de
champs de contrainte statiquement admissibles & zéro, et donc en particulier a divergence
nulle. Cela rend la construction de telles familles de champs délicate (on en trouvera un
exemple dans I’article de Kempeneers, Beckers et Debongnie, 2004).

La méthode de Galerkin, base de la méthode des éléments finis. 1l est assez facile de
construire des bases (¢X) de fonctions définies sur tout 2, par exemple a I’aide de fonc-
tions polyndmiales ou trigonométriques. Par exemple, il existe des méthodes systématiques
de construction de bases polyndmiales de degré quelconque a partir de familles de polynomes
orthogonaux ; cette approche est a la base des méthodes spectrales (Bernardi et Maday, 1992).
La méthode de Galerkin développée avec des bases de fonctions définies sur tout €2 (donc de
nature « globale ») présente deux caractéristiques notables :

(a) Les coefficients de la matrice de raideur (ou de souplesse) et du second membre résultent
du calcul d’intégrales sur tout €2 ;

(b) La matrice de raideur (ou de souplesse) est pleine : tous les coefficients Ky donnés
par (1.37), ou Sy donnés par (1.51), sont a priori non nuls.

Le point (a) est génant pour traiter des configurations géométriques complexes, I’intégration
numérique devenant alors délicate a mettre en ceuvre et chere en temps de calcul. Le point
(b) est défavorable en termes de temps de calcul, la résolution d’un systeme d’équations
tel que (1.39) étant plus rapide si la matrice du systéme linéaire (dans cet exemple, [K])
est creuse, c’est-a-dire présente une proportion importante de termes nuls. Une difficulté
supplémentaire, et essentielle, de cette approche réside, pour les structures de géométrie
complexe, dans la difficulté d’imposer aux fonctions de base définies de fagon globale les
conditions d’admissibilité cinématique.
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La méthode des éléments finis, qui sera exposée en détail a partir du chapitre 2 est une
forme particuliere de la méthode de Galerkin concue de facon a éviter ces inconvénients.
L’idée principale est de définir des bases constituées de fonctions X 2 support « petit » (donc
de nature « locale »), s’annulant en dehors d’une petite région Q; C Q de forme simple.

(a) Les intégrations numériques portent sur des petites régions, ce qui permet une mise en
ceuvre plus simple et une évaluation numérique plus rapide. Par exemple, le calcul de
Ky défini par (1.37) repose sur une intégration sur 2y N €.

(b) Tous les coefficients K1y ou Sy tels que 1 N €y = @ sont nuls, ce qui conduit 2 des
matrices de raideur ou de souplesse treés creuses.

(c) Le caractere local des fonctions de base facilite grandement I’imposition des conditions
cinématiques.

1.5 Récapitulation

Dans ce chapitre, on a montré comment obtenir des formulations faibles équivalentes au
probléme d’équilibre élastique initial posé en termes d’équations de champ et de conditions
aux limites. Ces formulations faibles résultent soit de 1’application du principe des puissances
virtuelles, dans lequel on incorpore les équations locales de compatibilité et de comporte-
ment, soit de I’expression de principes variationnels énergétiques (quand cela est possible).

Une approche générale pour la recherche de solutions approchées repose alors sur la
méthode de Galerkin, consistant a représenter les champs de déplacement inconnu et vir-
tuel sur une méme base choisie a priori. Nous verrons dans les chapitres qui suivent que la
méthode des éléments finis peut étre vue comme une forme particuliere de la méthode de
Galerkin, reposant sur des fonctions de base a support géométrique « localisé ».

1.A1 Application : exemple de la sphere

Une sphere creuse, de rayons intérieur R; et extérieur Ro, est soumise a une pression p sur sa
face interne et a un déplacement radial imposé d sur sa face externe. On utilise un systeme de coor-
données sphériques r, 0, ¢ avec origine au centre de la sphere. Le matériau constitutif est élastique
linéaire isotrope (état initial sans pré-contrainte), et on se place dans le cadre HPP habituel et dans
des conditions d’équilibre statique isotherme.

Grace a la symétrie de la géométrie et du chargement on admet a priori la symétrie sphérique de
la solution. Le déplacement et la déformation sont donc supposés de la forme

du u u
= 8@t e+ e, Ve, (1.AT)

u = u(r)e i

Ers

11on

ou u(r), déplacement radial, sera 1’inconnue principale. Le tenseur de contraintes associé par la
relation de comportement élastique linéaire (1c) s’écrit alors

g =0re,. Qe+ 000€y ® €y + Tppe, D€, (1.A2)
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avec

du u du du u u
= A — +2— 20— = = —+2— 20— 1.A3
7 (err T)Jr Mdr 700 = Tee (drjL T)Jr Mr ( )

Enfin, les conditions aux limites sont :

orr(R1)=—-p w(Rz)=d (1.A4)

Formulation forte

On impose les conditions d’équilibre en tout point de la structure. Dans le cas présent, celles-ci
conduisent a une équation différentielle scalaire pour u(r) :

do,, 20— G06) — Tlow d’u 1 du [
—_—F ————— = (A+2 — +2-——-2—1]1=0, R R 1.A5
dr * T (A +2u) dr2 * rdr 72 ’ 1<r <R ( )

qui, avec les conditions aux limites 1.A4, représente la formulation forte du probleme. Dans ce cas on
obtient facilement la solution exacte du probleme que 1’on utilisera pour effectuer des comparaisons
avec les solutions approchées des sections suivantes. De (1.A5), u(r) a nécessairement la forme :

u(r) = ar + 2

B B
O-T‘T:A_2T_3, 099:U¢¢:A+T—3

avec A =
a:E(leV) b:E(1+I/)
et les constantes A, B sont déterminées par les conditions aux limites (1.A4) :

—(1+v)pRi + 2dER3
(1+v)R3+2(1—2v)R3

dE + (1 —2v)pR2

B = 3 p2
RiR (1+v)R?+2(1 — 2v)R3

A=

Formulation faible

On multiplie I’équation (1.A5) par w(r) € C et on intégre le résultat sur 2 (le facteur 47 est omis
par simplicité) :

R2 d T 2 rr T -
/ ( 7 +w) wr?dr =0 YweC (1.A6)
Ry dr T
On integre par parties par rapport a 7 les deux termes en o :
Ry . .
/ (d‘m B — e — Gy )wr2 dr (1.A7)
Ry dr r
B2 d(oppr?
- /R1 (% 7T(090+U¢¢))wdr

Ro
R dw w
= [warz]Rf = /R1 (Uw e + (060 + UW)—T ) r’dr=0
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ce qui conduit, en utilisant les conditions aux limites, au résultat :

Ro d
/ (de—?j + (000 + aw)%> r?dr = pRiw(R1) + orr(R2)R5w(R2) Yw € C  (1.A8)
Ry

L’équation obtenue correspond a la forme (1.17) de la formulation faible incluant la réaction (ici
orr(R2)) associée a I’imposition du déplacement en Rz. Pour obtenir la forme (1.20) de la formula-
tion faible ne faisant pas apparaitre cette réaction, il faut restreindre les champs virtuels a I’ensemble
C(0) = {w | w(R2) =0} de maniére a annuler le deuxieéme terme du second membre de (1.A8). On
obtient

g2 dw w 2 2
/ (JTT[U]E + (ooolu] + Uwp[u])?> r°dr = pRiw(R1) Yw € C(0), (1.A9)
Ry

qui correspond exactement a (1.20). D’une certaine maniere, le fait de connaitre la solution u en
r = R rend inutile I’écriture d’une équation en ce point, et on y annulle donc le champ virtuel.

Formulation variationelle

On sait que la fonctionnelle d’énergie potentielle est minimale a 1’équilibre dans 1’espace des
fonctions cinématiquement admissibles C(u®), qui est ici I’ensemble des fonctions v(r) continues,
dérivables par morceaux, et telles que v(R2) = d :

u = arg min (W[v] — F[v]) (1.A10)
vel(uP)
avec :
Wv] = %/(O’m« [v]err[v] 4+ cee[v]es [v] + Tpp[V]Ewe [v]) AV (1.A11)
Q
A k2 dv v dv 2]
= . {(/\+2,u)(dr) +4/\—d—+4()\+,u)( ) }r dr
Flv] = 4np1 Riv(R1) (1.A12)

La minimisation de W[v] — F[v] dans I’espace C(u") de dimension infinie conduit 2 la solution
exacte du probleme. Compte tenu du fait que la fonctionnelle est convexe, la recherche du minimum
revient a la détermination de son point stationnaire. Pour tout v € C(u®), on peut poser v(r) = u(r)+
nw(r), avec w € C(0). La condition de stationnarité pour une fonctionnelle est alors équivalente a
I’équation :

Plu+ nw] — Plu]

lim =0 Yw € C(0)
=0 n
qui donne :
dudw wdw wdu UwWY 2
A+2u)—— 42\ ——+ —— 4(\ —— d
/ { l ddJr (rdr+rd)+(+ﬂ)rr}r "

—pw(R1)RI =0 Yuw € C(0) (1.A13)
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On remarque, en utilisant 1’expression des contraintes et des déformations en fonction de u, que la
condition de stationnarité (1.A13) peut aussi se mettre sous la forme

/R ’ {Uw [ulerr [w] + doaluless [w] + Tep[ulesy [w]}r2 dr — pw(R1)R} =0 Yw € C(0)
' (1.A14)

N

qui correspond en fait & (1.33) dans laquelle on a pris en compte I’hypothese de symétrie
sphérique (1.A2) pour le tenseur des contraintes.

Solution approchée : méthode des différences finies

La méthode des différences finies est utilisée pour résoudre la forme forte des équations de

champ :

d*u 1 du U

—+2-——-2—=0, Ri<r<R 1.A15

dr? rdr 72 Ler 2 ( )
avec les conditions aux limites (1.A4). On considere le segment R1 < r < Ry sur lequel on définit Ny
nceuds de coordonnée radiale 7; = R1+(2—1)h (1 < ¢ < Ny) régulierement espacés de h. La solution
numérique du probleme revient a déterminer les valeurs nodales ul® = u(r;) en imposant (1.A15)
en chaque noeud. Les dérivées sont remplacées par des formules aux différences finies. Par exemple,
la technique des différences centrées donne :

du u(i+1) _ u(i—l)

\_oulD )
&)= =g — + 00

d®u w9y, 4 g,(—1) (1.A16)
a2 (") = = +0(h%)

et cette condition est imposée pour tout noeud a I’intérieur du segment. Pour les noeuds de bord on a
par contre les conditions aux limites :
u® — M @

E N = =, ™ = ¢ (1.A17)

A+ 2p) = R

L’ensemble des équations permet de déterminer les valeurs nodales u®, L’application de cette ap-
proche devient rapidement trés compliquée pour des problemes vectoriels sur des domaines com-
plexes, surtout a cause des difficultés liées a I’imposition de conditions aux limites et a la création
d’une grille de nceuds suffisamment réguliere. Ces limitations sont trés gé€nantes en mécanique des
solides, et donc d’autres méthodes sont préférées dans ce domaine, en particulier la méthode des
éléments finis.

Solution approchée : méthode de Galerkin avec polynomes

On montre un choix possible de fonctions pour I’application de la méthode de Galerkin. On fixe
une solution particuliere cinématiquement admissible :

T—R1

u® (r) = 7dR2 — R
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et aussi I’espace des fonctions vx () € C(uP) :

on (r) = uP)( +Za1 r—1o)’

ou N > 0 définit la dimension, et donc la richesse, de I’espace. Pour N = 0 on a vy () = u® (r).

Définir un tel espace, composé de fonctions de base globales (définies sur le domaine €2 complet),
devient tres difficile pour des géométries complexes a cause des conditions aux limites cinématiques.
Comme pour la méthode des différences finies, la méthode de Galerkin reposant sur des fonctions
de base globales est donc mal adaptée a la complexité géométrique des problemes habituellement
rencontrés en mécanique des structures.

Dans le cas présent, la simplicité du domaine permet de la mettre en ceuvre. On se limite ici a
montrer quelques résultats, sans détailler la procédure de calcul. Le tableau 1.A1 présente la conver-
gence de ’énergie potentielle totale pour quatre situations différentes avec des espaces de polyndomes
de plus en plus riches. La premiere ligne donne 1’erreur relative de 1’énergie potentielle par rapport a
la solution, tandis que la deuxieme et la troisieme indiquent une mesure de 1’erreur sur le déplacement
et sa dérivée, reposant sur la norme définie par

I7llo = (/ I dr)

/2

Ordre des polyndmes N 0 1 2 3
err. relative sur P 1,29087 0,442361 0,0596442  0,00501164
lu —unllo 0,157699  0,0341987  0,00790153  0,00201395

[(du/dr) — (duy/dr)|lo 0423933  0,244242  0,0810537  0,0226432

Tableau 1.A1: Convergence vers la solution, pour les données £ =1,v=0,3, R1 =1, Ry =2,
p=1,d=-0,1

Solution approchée : méthode de Galerkin avec champs linéaires par morceaux type
éléments finis

On se propose d’analyser une procédure MATLAB pour la solution numérique de la formula-
tion variationnelle de la sphere. Ce probleme sert d’introduction aux problemes plus complexes ana-
lysés dans les chapitres suivants. Le fichier MATLAB sphere_linel _B2S.m contient les instructions
décrites dans la suite.

On considere le segment 27 <7 < R et 1’on le partage en Ng « morceaux » (éléments) que 1’on
suppose numérotés de facon consécutive selon les r croissants. Le nombre d’eléments Ng —> NE est
fixé par I’utilisateur, aussi bien que les rayons R; —>R1, R> —> R2, les coefficients élastiques E et v
—> nu, la valeurs de la pression interne p et le déplacement imposé d en R>. Le symbole > est utilisé
dans le texte pour designer la « traduction » MATLAB de la quantité qui le précede.

R1=1; R2=2; % inner and outer radii
NE=6; % number of elements
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E=1.; % Young modulus

nu=.3; % Poisson coefficient

p=1; % value of inner pressure

GE=qilg % value of imposed displacement at r=r2

On appelle « nceuds » les Ny = Ng + 1 extrémités des éléments. A partir des données en entrée
on définit donc les coordonnées des nceuds dans coor et les constantes des Lamé :

h=(R2-R1)/NE; % size of one element

NN=NE+1; % number of nodes

coor=[R1:h:R2]’; % nodal coordinates: uniform discretization
mu=E/ (2% (1+nu)) ; % definition of Lame constants

lambda=2*nu*mu/ (1-2#*nu) ;

V@

® @ &) @ ®

Figure 1.A1: Probléme de la sphére. Champ de déplacement linéaire par morceaux v € Cp,(d)

On définit I’espace de dimension finie Cy, (d) des fonctions v continues, cinématiquement admis-
sibles avec la donnée d et affines par morceaux (sur chaque élément), ot h = (R2 — R1)/Ng désigne
la taille caractéristique d’élément. Les fonctions de Cp (d) sont completement définies par les valeurs
@ aux noeuds (valeurs « nodales »).

On crée le vecteur displ pour sauver les valeurs nodales de déplacement. On suppose que
la numérotation des noeuds et des inconnues associées est croissante de gauche a droite. Le pre-
miers neq=NN-1 coefficients sont donc inconnus au debut de I’analyse. La condition d’admissibilité
cinématique se traduit ici par le fait que la valeur nodale v™) en r = Ry (le dernier coefficient de
displ) est égale a d.

displ=zeros(NN,1); % initialisation of displacements
displ(NN)=d; % puts imposed displacement on last node
neq=NN-1; % number of unknown nodal values

En vertu de la formulation variationnelle, la solution approchée du probléme est la fonction u €
Cr(d) telle que :
up, = arg min (W(vp] — Fluon])
v €Cp(d)
avec WV et F définies en (1.A11). L’expression de 1’énergie potentielle est additive par rapport aux
éléments et le champ de déplacement choisi étant recherché linéaire par morceaux, 1’approche natu-
relle est d’analyser élément par élément.
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Analyse d’un élément. Considérons donc I’élément générique e défini par les noeuds e et e + 1.
Soit :
{Vey = {9 oy

la liste des déplacements nodaux associés a 1’élément. On introduit aussi une abscisse s,0 < s < h (h:

longueur de I’élément). Le déplacement est affine sur I’élément et dépend seulement de v(® pletD .
= v (1= 2) + o2 1LAIS
vn(s) =v 5 +o 5 (1. )
dv, dv 1 ( (e) (e+1))
= _ 2 (= 1.A19
ar —ds a\ Y T (i)

ou, de maniere équivalente :
T
vn(s) = {Ne} {Ve}
don _ don _ 1paTry,y (1.A20)

dr ds

avec :
1

S S.T T
Nt ={1—-=, =}, Bt =-{-1 1
Nr=(1-%, 2 {B}=3{-1 1}
La coordonnée radiale r elle-méme est fonction de s :
r=r® 15 (1.A21)

On est maintenant prét a évaluer la contribution de 1’élément a 1’énergie élastique WV :

%/Oh {(H 241) (%)2 +4A”7“Li: +4(\ +p) (”7*”)2} r2ds = %{Ve}T K] {Ve)

ol la matrice [K.], dite matrice de rigidité de I’élément, a la forme suivante :
" T T T
= [ {0+ 20 (BB + 4 (NHBT + {NJT B

T
+ 4N+ p) ({Ne}{Ne} )} ds
PeAD2 | (@) p(etD) | ()2 [ 1 _1]

= (42 3L 11

—2(L + 3r(®) L
— 2(2L + 3r(®)

A
3

2N+ p)L

T3

2 1
L 2} (1.A22)

Ces développements se traduisent immédiatement (par exemple) en langage Matlab. La fonc-
tion Ke=linel _stiff B2S(S,lambda,mu) recoit en entrée les coordonnes des noeuds de 1’élément
(vecteur S) et les modules d’élasticité (scalaires 1ambda et mu) et effectue 1’intégration :

function Ke=linel_stiff_B2S(S,lambda,mu);

ri1=S(1); r2=S(2); % radial coordinates of nodes
h=r2-ri; % length of element
Ke=(lambda+2*mu)*. . . % element stiffness matrix
(r2°24ri*r2+r1°2)/(3*h)*[1 -1;-1 1]+...
lambda/3*. ..

[-2%(h+3%r1) -h; -h 2%(2%h+3*r1)]+...
2% (lambda+mu)*h/3*[2 1;1 2];
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Analyse de la structure compléete. Grace a I’additivité de 1’énergie élastique, on a :

Ng
Wil = 3 S (V)T Kl (Vo) (1.A23)

SiI’on introduit la liste {V} constituée par les valeurs nodales du déplacement sur les premiers N —1
noeuds, alors les expressions précédentes peuvent se décomposer comme :
1
Wivn] = 5{"}T [KI{V} + {V}'{F'} + C (1.A24)
Flon] = {V}T{F?} (1.A25)
ou [K], {F}, {F*}, C: sont independantes de {V} (la constante C; dépend de la donnée en
déplacement). A une constante additive pres, I’énergie potentielle s’écrit donc

W] = Flon] = (V)T K] {V} - (V)T{F} avec {F} = ("} - {F"}

La construction de la matrice [K] et du vecteur {IF'} est une opération dite d’assemblage, réalisée par
une procédure appliquée successivement a chaque élément. On fait cependant une distinction entre le
dernier élément (numéro Ng, supportant le déplacement imposé) et les autres. Pour 1’élément Ng on
a (compte tenu de la symétrie de [KNE]) :

%{VNE}T [KNE] {VNE} = [KNE]lJ (U(NN_l))2 + 2 [KNE] 1, U(NN_l)d + [KNE]ZQ d2

2

L’énergie élastique de cet élément contient donc un terme quadratique (contribution a [K]), un terme
linéaire (contribution a {Fd}) et un terme constant ignoré dans le code.

Les autres éléments, par contre, ne donnent que des termes quadratiques, et donc seulement des
contributions a la matrice [K]. On utilise la liste

{le} ={e, e+1}
pour exprimer la contribution due a 1’élément e :

K rey,irey, = Ky, ey, +Keli;  Vige{1,2}

K=zeros(neq,neq) ; % allocates stiffness matrix
F=zeros(neq,1); % allocates rhs side
for e=1:NE % assemblage of stiffness matrix
S=[coor(e) coor(e+1)]; % creates segment
Ke=linel_stiff_B2S(S,lambda,mu); % element stiffness matrix
Ie=[e e+1]; % sets nodal degrees of freedom
if e<NE % if not last element
K(Ie,Ie)=K(Ie,Ie)+Ke; % the whole Ke goes into K
else
K(neq,neq)=K(neq,neq)+Ke(1,1); % else only the first coefficient
F(neq)=-Ke(1,2)*displ (NN) ; % and Ke also contributes to rhs
end
end

L’assemblage du vecteur {T?} est par contre immédiat ici, car F[vs] = {V}1 Rip :
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F(1)=F(1)+coor (1) "2*p; % contribution from inner pressure
Le meilleur champ de ’espace Cp,(d) choisi est donc défini par le vecteur {U} solution du
probleme de minimum :

1
{U} = arg min (§{V}T K] {V} — {V}T{IF}) (1.A26)
{v}
ce qui est équivalent a la solution du systeme linéaire :
K] {U} = {F} (1.A27)
On peut donc remplir la table des déplacements avec les premieres Ny — 1 valeurs nodales :
displ(1:NN-1)=K\F; % solution of linear system

La noyau du calcul étant terminé le code commence une phase de post-traitement dans laquelle
la contrainte radiale est calculée au milieu de chaque element et on effectue la comparaison avec la
solution analytique disponible. La lecture de cette partie est laissée comme exercice.
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Figure 1.A2: Déplacements nodaux avec 2 et 5 éléments
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Figure 1.A3: Contraintes radiales aux milieux des éléments avec 2 et 5 éléments
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Solution approchée de la formulation faible

La fonction MATLAB développée pour la solution numérique approchée de la formulation varia-
tionnelle se préte aussi a la solution de la formulation faible. Suivant 1’équation (1.A9), on cherche
la solution approchée u, € Cp(d) (le méme espace de fonctions linéaires par morceaux de la sec-
tion 1.A1) vérifiant :

R2 duy, dwp, up, dwp, wp, duy, Uh Wh ) 2
A+2p)—— 42 —— + —— 4(A —— d
/Rl{(JrM)dr dr+ (r dr+rdr)+(+'u)r r}r "

—pwp(R1)R; =0 Ywy, € Ch(0) (1.A28)

L’espace Cp,(0) est I’espace des fonctions linéaires par morceaux cinématiquement admissibles a
z€ro, c’est-a-dire ici telles que la valeur nodale en R soit nulle.

Si {W} est le (Ny — 1)-vecteur des valeurs nodales associées a wy,, des développements tout a
fait identiques a ceux de la section précédente permettent d’obtenir la version discrétisée de (1.A28) :

(W} K] {U} — {W}"{F} =0 V{W} (1.A29)

ol [K] et {F} sont identiques a ceux intervenant dans I’équation (1.A27). L’équation scalaire
précédente est équivalente au systeme linéaire :

(K] {U} = {F}

11 suffit en effet de poser {W}; = 1, {W},-; = 0 pour obtenir la i-ieme équation du systeme.

Exercices

1. Modifier le fichier sphere_linel _B2S.m de maniere a calculer I’énergie potentielle totale du
champ solution et vérifier la convergence a la valeur exacte.

2. Ecrire les formulations forte, variationnelle et faible pour un cylindre creux (rayons Ry et Ro)
en déformations planes assujetti 2 une pression interne p; et externe po. Ecrire une procédure
MATLAB pour la solution numérique de la formulation faible en utilisant un champ linéaire
par morceaux comme dans le cas de la sphere.

1.6 Compléments
1.6.1 Conditions aux limites

Pour simplifier I’exposition, on n’a considéré dans ce chapitre que deux possibilités pour les condi-
tions aux limites en un point de la frontiere : vecteur déplacement imposé, ou vecteur contrainte imposé.
D’autres possibilités existent, et il faut modifier en conséquence la formulation faible ou variationnelle
du probleme d’équilibre.

A titre d’exemple, considérons le cas ou la frontiere OS2 est constituée de trois surfaces disjointes
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Su, ST, Ssym, et les conditions aux limites définies par
=T"(z)

u’(z)
-0
0

z € Sr), (1.53)

zeS,), (1.54)
z € Sym), (1.55)

(
(
(
(z € Ssym), (1.56)
oll o, = n.o.n est la contrainte normale. Les surfaces .S,,, St supportent, comme précédemment, des
valeurs impgsées du déplacement ou du vecteur contrainte, tandis que les conditions (1.55) et (1.56)
expriment un glissement sans frottement le long de la surface Sgym. L’ utilité pratique de ce nouveau type
de condition vient de ce qu’elle représente le comportement attendu des déplacements et des contraintes
sur un plan de symétrie géométrique quand les conditions de chargement sont elles-mémes symétriques.
Elles permettent ainsi de poser le probleme d’équilibre sur un domaine réduit par utilisation de symétries
planes (la figure 1.2 en montre un exemple).

Figure 1.2: Exemple de symétrie par rapport a un plan. Le domaine utile €2, sur lequel les
équations a résoudre sont posées, est la moitié droite du solide (d’autres choix étant
aussi possibles).

Il faut alors adapter la définition des espaces de champs admissibles a la nouvelle structure de
conditions aux limites. Les ensembles de champs admissibles sont ainsi maintenant

C(u”) = {v | vcontinusurQ, v=u"surS, et un=0sur Seym},
S(ID,i) ={z | divz+pf=0dans Q, z.n = TP sur St et agn—oun = 0sur Syn},
C(0) = {y | v continusur 2, v =0surS, et u.n=0sur Ssym}.

En reprenant 1’argumentation développée en section 1.3, on trouve que les énergies potentielle et
complémentaire sont encore définies par les expressions (1.27) et (1.28). La surface de symétrie Sgym
intervient ainsi dans la définition des ensembles de champs admissibles, et implicitement par le fait que
Su et St ne définissent maintenant plus une partition de la frontiere 0S2.

1.6.2 Estimation de la qualité de la solution approchée

Supposons que les méthodes de minimisation de I’énergie potentielle et de 1’énergie complémentaire
puissent étre mises en ceuvre simultanément pour la résolution approchée d’un probleme d’équilibre du
type (la—e). Pour mesurer la qualité du couple (uN, ) formé par le meilleur déplacement cinémati-
quement admissible et la meilleure contrainte stathuement admissible obtenus, on peut alors évaluer
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son erreur en relation de comportement

E(ueg,) = P({a™)) + P*({8™)).

Pour définir un indicateur de qualité d’interprétation simple, il est préférable de le mettre sous forme
adimensionnelle. On peut par exemple calculer le quotient

P({a™}) + P ({#™"})
[P({am )| + [P+ ({Bm"})]

qui doit étre aussi petit que possible.





